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Introduction Urne de Pélya

Qu’est-ce qu’une urne de Pdélya ?
Un processus de Markov
Ui(n)
U(n) = )
(") (Uz(”))

ou U;(n) est le nombre de boules de
couleur i dans l'urne au temps n.

- 000 o
o - -000 eux parametres :

@ le vecteur de composition initiale U(0)

Matrice de @ la matrice de remplacement R = (a b)
remplacement : c d
3 0 .
R= 1 2 ~ méme chose avec d > 2 couleurs.
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A priori, la réponse dépend de :
Comment se comporte U(n) ? J @ la composition initiale U(0)

notamment quand n — +oo ? @ la matrice de remplacement R.

Dans ce cours :

@ Urnes de Pdlya classiques et martingales

©@ Lurne “originelle” de Polya et Eggenberger

@ Le cas “irréductible” : une loi des grands nombres...

© ... un “théoréme central limite”

Q@ ... et un exemple d’application : le profil de I'arbre aléatoire récursif
@ Urnes a tirage multiple et approximation stochastique

@ Un exemple d'application : le réseau aléatoire récursif

© Lapproximation stochastique

@ Une loi des grands nombres et un théoréme central limite
© Urnes de Pdlya a une infinité de couleurs

@ Motivation

© FEtude par approximation stochastique

@ Une autre approche
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A priori, la réponse dépend de :
Comment se comporte U(n) ? J @ la composition initiale U(0)

notamment quand n — +oo ? @ la matrice de remplacement R.

Dans ce cours :
@ Urnes de Pdlya classiques et martingales
©@ Lurne “originelle” de Polya et Eggenberger
@ Le cas “irréductible” : une loi des grands nombres...
© ... un “théoréme central limite”
Q@ ... et un exemple d’application : le profil de I'arbre aléatoire récursif
@ Urnes a tirage multiple et approximation stochastique
@ Un exemple d'application : le réseau aléatoire récursif
© Lapproximation stochastique
@ Une loi des grands nombres et un théoréme central limite

() Urnes de Polya a une infinité de couleurs

Dans tout Ie cours, on ne s’intéresse qu’aux urnes telles que
|U(n)|1 (= # total de boules au temps n) — .
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Urnes de Pdlya classiques et
martingales
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Les martingales vite fait

Pour un cours moins vite fait : voir, e.g., le cours de Brigitte Chauvin, Alea 2002.

[http://chauvin.perso.math.cnrs. fr/martingales.ps]
Définition :
Une suite de variables aléatoires (M) 50 st une martingale ssi, pour

tout n> 0,
En[Mni1] = E[Mp1|Mo, ..., Mn] = M.

Lespérance conditionnelle vérifie ces trois propriétés :

@ E[E[X|Y]]=EX

Q SiX=f(Y),alors E[X|Y] = X. (Y est “mesurable” par rapport & X.)
© Si X estindépendante Y, alors E[X|Y] = EX.
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Propriétés dont on a besoin dans ce cours

@ Une martingale positive converge presque sirement.

@ Sisup,sq | Mn|? < oo (on dit que M, est “uniformément bornée

dans L?”), alors M, converge presque sirement. [Théorémes de Doob]
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Propriétés dont on a besoin dans ce cours

@ Une martingale positive converge presque sirement.

@ Sisup,sq | Mn|? < oo (on dit que M, est “uniformément bornée
dans L?”), alors M, converge presque sirement. [Théorémes de Doob]

@ Supposons que E|M,|? < o (¥n);
s'il existe o > 0 tel que suppsy M™% X0 E[(Mjsq — M;)?] < +oo.

_ p.s.
AIOI‘S, n aMn — 0 [Loi des grands nombres pour martingales : voir Duflo’97, Th. 1.3.15]

@ Supposons que |[My| < oo et suppsq [|Mpi1 — Mp| < oo p.s.
Alors, en distribution quand x — oo,

M. 4
™ S N(0,1).
x4 N(0,1)

[Théoréme de la limite centrale pour martingales : voir Duflo’97 Th. 2.1.19]
”
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Lurne originelle de Pdlya et Eggenberger
Lurne originelle de Pdlya et Eggenberger
On prend R =1dg, et U(0) = {ay, ..., aq).

ThéO réme . [Eggenberger & Pdlya '23]

Presque slirement quand n — oo, U(n)/n - A,
ou A est une variable aléatoire de loi Dirichlet(«q, . .., aq).

La distribution de Dirichlet :

Soit ¥ = {(xy,...,xg) €[0,1]19: £9, x;} le simplexe de dimension d. La
densité de Dirichlet(«y,. .., aqy) est donnée par

Mvy+- +1/d)
F(v1)...T(va) i

ou dX est la mesure de Lebesgue sur ¥.

H X dZ(X1, 50 ),

NB : Dirichlet(1,...,1) est la mesure uniforme sur X.
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Lurne originelle de Pdlya et Eggenberger
Lurne originelle de Pdlya et Eggenberger
On prend R =1dg, et U(0) = Yay,...,aq).

Théoréme : [Eggenberger & Pélya '23]

Presque slirement quand n — oo, U(n)/n - A,
ou A est une variable aléatoire de loi Dirichlet(aq,. .., aq).

Deux remarques :
@ la limite est aléatoire (non déterministe)
@ et elle dépend de la composition initiale de l'urne.
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Lurne originelle de Pdlya et Eggenberger
On prend R =1dg, et U(0) = Yay,...,aq).

Théoréme : [Eggenberger & Pélya '23]

Presque sGrement quand n — oo, U(N)/n — A,
ou A est une variable aléatoire de loi Dirichlet(aq,. .., aq).

Preuve : Si ¢(n+ 1) := couleur de la boule tirée au temps n+ 1, et
e; est le i-eme vecteur de la base canonique, alors

d .
Eq[U(n+1)] = U(n) + Enlegmen] = U(n) + 3 <210

&5 U
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Presque sGrement quand n — oo, U(N)/n — A,
ou A est une variable aléatoire de loi Dirichlet(aq,. .., aq).

Preuve : Si ¢(n+ 1) := couleur de la boule tirée au temps n+ 1, et
e; est le i-eme vecteur de la base canonique, alors
d, Ui(n)
Ep[U(n+1)]=U(n)+E,[e =U(n — g
n[U(n+1)]=U(n) + En[€g(ni1)] = U( )+,=Z12,-Uj(n) j

] 1 ) +n+1
- (1 O +n) Ui = Sy en Y

Cécile Mailler (Prob-L@B) Urnes de Pdlya 7/71



Urnes de Pélya classiques et martingales Lurne originelle de Pdlya et Eggenberger

Lurne originelle de Pdlya et Eggenberger
On prend R =1dg, et U(0) = {ay, ..., aq).

Théoréme : [Eggenberger & Pélya '23]

Presque sGrement quand n — oo, U(N)/n — A,
ou A est une variable aléatoire de loi Dirichlet(aq,. .., aq).

Preuve : Si ¢(n+ 1) := couleur de la boule tirée au temps n+ 1, et
e; est le i-eme vecteur de la base canonique, alors
g, Ui(n)
= E = — 7 e
En{U(n+ 1)) = U() + Enlegnen)) = U(n) + e rsen
1 |UO)|1+n+1
=1+ ———|U(n) =
[ fw@rs) @ = oo

u(n).

Donc M, := U(n)/(|U(0) |4 + n) est une martingale. Comme elle est
positive, elle converge p.s. vers une limite que 'on appelle A.
Cécile Mailler (Prob-L@B) Urnes de Pdlya 7/71



Urnes de Pélya classiques et martingales Lurne originelle de Pdlya et Eggenberger

Lurne originelle de Pdlya et Eggenberger
On prend R =1dg, et U(0) = {ay, ..., aq).

Théo I’éme . [Eggenberger & Pdlya '23]

Presque slirement quand n — oo, U(n)/n - A,
ou A est une variable aléatoire de loi Dirichlet(aq,. .., aq).

Preuve : On a donc montré que U(n)/n - A p.s.

Pour déterminer la distribution de A, on peut calculer les limites des
moments de U(n)/n et montrer qu’elles sont égales aux moments de
la Dirichlet.

voir, e.g., I'appendice de [Chauvin, Mailler, Pouyanne, 2015]

O
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Urnes de Pélya classiques et martingales Le cas irréductible : LGN et TCL

Un autre cas : quand R est irréductible

Irréducibilité Positivité

La matrice R est irréductible. J P Zﬁi1 U;(0) > 0,
@ R;; >0 (Vij)
o H,",' > -1 (VI)

= le rayon spectral de R en est une valeur
propre simple.

Théoreme : [Athreya & Karlin '68]
Si (U(n))ns0 est positive et irréductible, alors

u(n)/n- vy, p.s.

ou vy est un vecteur propre a coordonnées
positives de R associé a ).

4

Deux remarques : “Loi des Grands Nombres”

@ la limite est déterministe
@ elle ne dépend pas de la composition initiale.
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Urnes de Pélya classiques et martingales Le cas irréductible : preuve de la LGN

Le cas irréductible : preuve de la LGN

Pour cette preuve, on se réduit au cas d = 2 et
|Rill+ = S pour tout 1 < i < d (cas “balancé”, ou “équilibré”). J

&(n+1) =couleur de la boule tirée au temps n+1,
R; =i-eme ligne de R
S Uil g
Ona E[U(n+1)]=U(n)+En[Reniny] =U(N) + ), —7~

i=1 Z Ul(n)
'R
} (I‘” DORE nS) uin).
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Le cas irréductible : preuve de la LGN

Pour cette preuve, on se réduit au cas d = 2 et
|Rill+ = S pour tout 1 < i < d (cas “balancé”, ou “équilibré”). J

&(n+1) =couleur de la boule tirée au temps n+1,
R; =i-eme ligne de R
Ona En[U(n+1)]=U(n) +En[R U(n)+zd: Uin) g
n = n §(n+1) o Z U,(n)
'R
=|ld+ ——————= | U(n).
(1 (a1 as) U0

-1 .
Donc 175, (Id + W) U(n) € R? est une martingale.
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Le cas irréductible : preuve de la LGN

Pour cette preuve, on se réduit au cas d = 2 et
|Rill+ = S pour tout 1 < i < d (cas “balancé”, ou “équilibré”). J

&(n+1) =couleur de la boule tirée au temps n+1,
R; =i-eme ligne de R
Ona En[U(n+1)] = U(n) + EnlRecminy] = U(m) + 3. 97
n = n §(n+1) o Z U,(n)
‘R
=|ld+ ————= | U(n).
(19w =8 U

-1 .
Donc 17 (Id + ”U(o')%) U(n) € R? est une martingale.

On projéte sur les deux axes propres
pour obtenir deux martingales réelles.
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Urnes de Pélya classiques et martingales Le cas irréductible : preuve de la LGN

A # boules
de type 2

dessin pour

()

direction pro-
pre principale

N

# boules
de type 1

#— direction pro-
pre secondaire

@ On peut choisir le premier vecteur propre v4 tel que

mU(n)=mU0)+n (Vn).

m

n-1 -1
o M,:= g (1 + W) moU(n) est une martingale.

Cécile Mailler (Prob-L@B)

(S= premiére valeur propre de R)
(m= seconde valeur propre de R)
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Urnes de Pélya classiques et martingales Le cas irréductible : preuve de la LGN

Rappel . [Loi des grands nombres pour martingales : voir Duflo’97, Th. 1.3.15]

Supposons que E|M;|? < co (¥n).
S'il existe a > 0 tel que sup,, N7 X7 E[(Miy1 — Mj)?] < +o0,
alors, n=*M, 3 0.

n m -2
Bl (Mo - ]H( |U<o>1+i8)

a E[(w2U(n+ 1) - (1 " m)ww(n))z]
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Rappel . [Loi des grands nombres pour martingales : voir Duflo’97, Th. 1.3.15]

Supposons que E|M;|? < co (¥n).
S'il existe a > 0 tel que sup,, N7 X7 E[(Miy1 — Mj)?] < +o0,
alors, n=*M, 3 0.

n m -2
B (Mo - ]H( U<0>1+f8)

a E[(w2U(n+ 1) - (1 " m)ww(n))z]

n m -2 n
Ona H(1+||U(O)|1+IS) :exp( ZE)I ( —|U(0)|1+IS))

Jj=0
- eXp( 23 0>1+/s)
~exp (- (2m/s)logn)~n n2ms,

Cécile Mailler (Prob-L@B) Urnes de Pélya
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Urnes de Pélya classiques et martingales Le cas irréductible : preuve de la LGN

Rappel . [Loi des grands nombres pour martingales : voir Duflo’97, Th. 1.3.15]

Supposons que E|M;|? < co (¥n).
S'il existe a > 0 tel que sup,1 N7 X7 E[(Miy1 — Mj)?] < +o0,

alors, =M, 3 0.

n m -2 P
B (Mo - ]H( U<o>1+f8) o

Jj=0
m 2
E[(”U(m - (1 T, +n8)””(”)) ]
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Urnes de Pélya classiques et martingales Le cas irréductible : preuve de la LGN

Rappel . [Loi des grands nombres pour martingales : voir Duflo’97, Th. 1.3.15]

Supposons que E|M;|? < co (¥n).
S'il existe a > 0 tel que sup,1 N7 X7 E[(Miy1 — Mj)?] < +o0,

alors, =M, 3 0.

n m -2 P
B (Mo - ]H( U<0>1+f8) o

Jj=0
m 2
E[(”U(m - (1 T, +nS)W2U(”)) ]

m 2
Et E[(WZU(n+1)— (1 + U], =8 +nS)7r2U(n)) ]

mmU(n)  \?
ZEI:( 7T2U(n+1)—7T2U(n) —W) ]20(1)

—
borné

ne peut prendre que deux valeurs
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Urnes de Pélya classiques et martingales Le cas irréductible : preuve de la LGN

Rappel . [Loi des grands nombres pour martingales : voir Duflo’97, Th. 1.3.15]
Supposons que E|M;|? < co (¥n).

S'il existe a > 0 tel que sup,, N7 X7 E[(Miy1 — Mj)?] < +o0,

alors, "M, "> 0.

p 2
Mn+ & ) ~ s
SR (R "
m
E|:(7T2U(n+ 1) - (1 + U, +nS nS)’]TQU(n)) ]
= O(n®").
Donc n'*"s 321 E[ (M1 — M;)?] = O(n"?), et la LGN s’applique.

On obtient n'~2"/SM,, - 0, et, comme mU(n) ~ n"SM,,

7T2U(n) p_s> 0 ot | U(n) p_s) v - U(n) p_s) V. =
n n n
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Urnes de Pélya classiques et martingales Le cas irréductible : un “théoreme central limite”

Un “théoreme central limite”
Ao = valeur propre de R ayant la plus grande partie réelle aprés )4
Théoreme : [Janson 04, Pouyanne '08]
Supposons que (U(n))xso est positive et irréductible.
@ SiRe(\2) < Mf2, alors n™2(U(n) - nvy) S N(0,%2).
@ SiRe(\2) = M/2, alors (nlogn)~2(U(n) - nvy) S N(0,03).
[“petites” urnes]

@ SiRe(X2) > M/2, alors =& (U(n) - nvy) = W

[‘grandes” urnes]
v

Remarques :
@ Y2 et ©2 sont explicites et ne dépendent pas de U(0) [Janson '04]
@ W n’est pas explicite, elle dépend de U(0), sa loi est inconnue

[Chauvin, Pouyanne, Sahnoun '11]
[Chauvin, M., Pouyanne '15]
[M.18]
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Le cas irréductible : un “théoreme central limite”
Le cas irréductible : preuve du TCL (d = 2)

n-1 m -1
M, = 1+ — U(n)) est une martingale.
=111 oes) v ‘ }

Est-ce qu’elle converge a.s. ?
@ malheureusement, elle n’est pas positive...
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Le cas irréductible : un “théoreme central limite”
Le cas irréductible : preuve du TCL (d = 2)

n-1 m -1
M, = 1+ — U(n)) est une martingale.
" 1_5( O +Is) PEAD) :

Est-ce qu’elle converge a.s. ?
@ malheureusement, elle n'est pas positive...
@ est-elle bornée dans L2 ?

Lemme . [Preuve : Exercice 2]

Pour tout n > 1, on note AM,, = M, - M,,_1 (“incréments”).
Si ¥t E[(AMp)?] < +00, alors (M) nso est unif. bornée dans L2.

On a déja montré que E[(AM,,1)?] = O(n~>"®). Donc, si m > S/2, alors
S E[AM3, ] < oo.
n>0

(M5) ns0 €st unif. bornée dans L2 et donc converge p.s.
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Le cas irréductible : un “théoreme central limite”
Le cas irréductible : preuve du TCL (d = 2)

Sim> S/2, alors il existe W une v.a. finie telle que

m

n-1 -1
Il (1 MIOI +iS) r2(U(m) ~ W,

n-ms

et donc mU(n) = n"SW(1 + o(1)).

Cela conclut le cas des “grandes” urnes.
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Sim> S/2, alors il existe W une v.a. finie telle que

m

n-1 -1
Il (1 T, +iS) r2(U(m) ~ W,

n-ms

et donc mU(n) = n"SW(1 + o(1)).

Cela conclut le cas des “grandes” urnes.

Que se passe-t-il quand m < S/2? J Dans ce cas, la martingale
ne converge pas p.s., mais le

TCL s’applique...
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Urnes de Pélya classiques et martingales Le cas irréductible : un “théoreme central limite”

n—1

=il
Mp = H( W) m2(U(n)) est une martingale. J

Rappel . [TCL pour martingales]

Supposons que | Mo < oo €t sup,sg [Mnst — M| < 00 p.s.
Soit 02 := En[(Mns1 — Mn)?] €t 7 = min{m > 0: ¥, 62 > x}. Alors,

M, S N(0,1)  quand x — oo.

A J

Dans notre cas,

n m -1
Mo - M”‘_H( U0 >||1+i8) <

m
7T2U(n+ 1) - (1 + |U(O)”+nS)7T2U(n)

borné
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n—1 m -1
M, = 1+ —— U(n)) est une martingale.
T ) o i J
Rappe| . [TCL pour martingales]

Supposons que M| < oo et suppsg |[Mps1 — Mp| < oo p.s.
Soit 02 := En[(Mns1 — Mn)?] €t 7 = min{m > 0: ¥, 62 > x}. Alors,

M. q
> — N(0,1 uand x — oo.
% 0,1) q 00
Il existe ¢ > 0 tel que 02 := Ex[(My1 — Mp)?] ~ cn2"s. [Exercice 6]

Si m < /2, alors 3.7, o2 ~ cn' "5, Donc, par définition,
x<er, (A +o(1)) < x+1.

Par le TCL, et en changeant la variable n = 7, = x ~ cn'~*"/, on obtient

M
rf/z—_’zn/si/\/(o,c).
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n1/2 n1/2_m/3
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Urnes de Pélya classiques et martingales

Distribution des degrés sortants dans 'AAR
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Urnes de Pélya classiques et martingales Un exemple d’application : le profil de I'arbre aléatoire récursif

Distribution des degrés sortants dans 'AAR

n neeuds
= AAR,,
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Un exemple d’application : le profil de I'arbre aléatoire récursif
Distribution des degrés sortants dans 'AAR

Combien de nceuds on degré x dans AAR,? J

On colore les nceuds : degré x ~ couleur x.

@ autemps 1, on a 2 nceuds de couleur 1;
@ a chaque étape,
» on pioche un noeud uniformément au
hasard,
» s'il est de couleur x, on le retire de
'urne et on ajoute un nceud de couleur
x + 1 et un nceud de couleur 1.
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Urnes de Pélya classiques et martingales Un exemple d’application : le profil de I'arbre aléatoire récursif

Distribution des degrés sortants dans 'AAR

Combien de nceuds on degré x dans AAR,? J

On colore les nceuds : degré x ~ couleur x.
@ autemps 1, on a 2 nceuds de couleur 1;
@ a chaque étape,

» on pioche un noeud uniformément au

n nceuds hasard’ .
= AAR,, » s'il est de couleur x, on le retire de
(1) 'urne et on ajoute un nceud de couleur

x + 1 et un nceud de couleur 1.

0
1 -1 1 0
1 1

C’est une urne... avec R=
d = oo couleurs.
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Distribution des degrés sortants dans 'AAR

On décide que toutes les couleurs > M sont
de la méme couleur, disons M :

n noeuds

= AAR,
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Distribution des degrés sortants dans 'AAR

On décide que toutes les couleurs > M sont
de la méme couleur, disons M : e.g. pour

M=3,
010
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1.0 0
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Urnes de Pélya classiques et martingales Un exemple d’application : le profil de I'arbre aléatoire récursif

Distribution des degrés sortants dans 'AAR

C’est une urne... avec J

On décide que toutes les couleurs > M sont
de la méme couleur, disons M : e.g. pour

M=3,
01 0
R=(1 -1 1)
1.0 0

Ona )‘1 =1, Vi =t (1/27 1/47 1/4)’
n noeuds

— AAR, etz =-1<1/2,donc c’est une petite urne.

Théoréme : [Mahmoud & Smythe '92] [Janson '04]
Pour tout x > 1,

ﬁ(@ -27%) S N(0,02).

d = oo couleurs.
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Urnes irréductibles : un bilan

Nous avons montré qu’une urne de Pdélya positive et irréductible vérifie
@ une “loi forte des grands nombres” et
@ un “théoreme central limite” qui dépend du trou spectral de R.

@ Les preuves que I'on a vues pour deux couleurs s’adaptent a d
couleurs en utilisant les mémes techniques de martingales.
» La principale difficulté est que les valeurs propres peuvent étre
complexes, et les espaces propres de dimension > 2.

@ Pour généraliser a des urnes non balancées, une solution est de
plonger les urnes en temps continu, et utiliser les techniques de
martingales en temps continu.

» Processus de Galton-Watson multi-types [Janson '04]
[Athreya & Ney '72]
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Urnes de Pdlya classiques : un bilan

Dans cette section, nous avons étudié :
@ le cas originel de Eggenberger et Pélya (R =1d);
@ le cas irréductible.

Remarques :

@ En fait, ce que nous avons montré dans le cas irréductible
s’applique a toutes les urnes dont la matrice de remplacement a
une valeur propre principale “a la” Perron-Frobenius.

@ Les autres cas non-irréductibles peuvent aussi étre étudiés avec
des techniques de martingales, mais les résultats sont moins
universels.

[Janson '05]
[Bose, Dasgupta, Maulik '09]
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Urnes irréductibles : un bilan
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Urnes de Pdlya a tirage multiple et
approximation stochastique
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Urnes a tirage multiple Définition

Le processus (U(n))nso (sur N9) dépend de trois paramétres :
@ la composition initiale U(0),
@ |a taille d’une poignée m e N,
o la régle de remplacement R: % — N9, ou

YD = (v eN% vy + -+ Vg = m).

Etant donné U(n), on définit U(n+1) = U(n) + R(¢(n+1)), ou
@ Avec remise : Pp(¢(n+1)=v) = ( m )ﬁ(uj(n)) I.

V1’...7Vd i=1 T(n)

@ Sansremise : Pp((n+1)=v) = (TI(?:))_1 ﬁ (U,-(n))-

=1\ Vi

T(n) = # total de boules dans l'urne au temps n.

m\ m _om
v \vi,..oova] vl
V.
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Un exemple d’application : le réseau aléatoire récursif
A chaque étape :

@ on choisit une paire de nceuds (distincts)
uniformément au hasard,

@ on ajoute un nouveau nceud que I'on relie
aux deux choisis.
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Urnes a tirage multiple Définition

Un exemple d’application : le réseau aléatoire récursif
A chaque étape :

@ on choisit une paire de nceuds (distincts)
uniformément au hasard,

@ on ajoute un nouveau nceud que I'on relie
aux deux choisis.

Xi(n) = # nceuds de degrés i au temps n (2 < i)
(X(n))nso €st une urne a tirage multiple :

@ X(0) = 3ey,

® R(ej+ e,-) =€j11+€j;1 +e2-6; -

On a bien affaire a une urne de Pdlya a tirage
multiple.

Notation : e; est le vecteur dont toutes les coordonnées sont 0 sauf la i-éme qui est 1.
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Approximation stochastique

Etant donné U(n), on définit U(n+1) = U(n) + R(¢(n+1)), ou
d ] Vi
Paictne=v)=(, ™ (53]

1)+, Va/ iy

Rappel : R: @ —» N9 ou T2 = {ve N:v; + -+ vy = m}.
pp m m

Les méthodes usuelles ne s’appliquent pas :
@ pas de martingale
@ pas de plongement en temps continu “utile”
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Approximation stochastique

Etant donné U(n), on définit U(n+1) = U(n) + R(¢(n+1)), ou

d : vi
Pn(£<n+1)=v)=( " )H(L;((,f)))

V‘I,...,Vd i=1

Rappel : R: X% » N9 ou X9 = {veN%: v + -+ vg = m}.
m

On a une approximation stochastique :
Sil'on note Z; = Uj(n)/T(n) pourtout1<i<dand n>0,0na
Zn1=2Zp+ ’}’n(h(Zn) + AMpq1 + engq );

ou h est une fonction sur >, v, et e, sont (Z;, ..., Z,)-mesurable,
AM,, 1 est un incrément de martingale et ¢, - 0 p.s.

D= {(x1,...,xa) €[0,1]%: X x = 1}
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Urnes a tirage multiple

Preuve
Rappel : Notre but :
U(n+1)=U(n) + REMN+1))| Znit = Zo+vn(h(Zn) + AMpsq +niq )J

_U+t) _Um+REN+D) 5 T REn+1)
" T(n+1) T(n+1) T T(n+ 1) T T(n+1)
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Urnes a tirage multiple Approximation stochastique

Preuve
Rappel : Notre but :
U(n+1)=U(n)+R((n+ 1))J Znit = Zo+vn(h(Zn) + AMpaq +niq )J

Un+1) U(n)+R(E(n+1)) _z T(n) R(&(n+1))

" T 1) T(n+1) T T(n+ 1) T T(n+ )
~ IR(E(n+1))[1)  R(E(n+1))
‘Z”(1_ T(n+1) )+ T(n+1)
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Urnes a tirage multiple Approximation stochastique

Preuve
Rappel : Notre but :
U(n+1)=U(n)+R(&(n+ 1))J Znit = Zn+1n(h(Zn) + AMpyq +5,,+1)J
_Un+1) _Um+REn=1) _,  T(n)  R(En+1))
" T+ 1) T(n+1) T T(n+ 1) T T(n+1)
_ |REM+1)]1)  RE(n+1))
‘Z”(1_ T(n+1) )+ T(n+1)
~Zo i (A 1) = IR+ D)1 20)
=Y
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Urnes a tirage multiple Approximation stochastique

Preuve

Rappel : Notre but :
Un+1)=U(n)+R(&(n+ 1))J Znit = Zn+n(h(Zy) + AMpeq + 5,,+1)J

_Un+1) UM +REn+1) _,  T(n)  REn+1)
" T+ 1) T(n+1) T T(n+ 1) T T(n+1)
_ |R(E(n+1))]1)\  R(&(n+1))
‘Z”(1_ T(n+1) )+ T(n+1)
|

=2+ p 1y (R D) - |RE(n+1))120)

=Y

1

RARTO)N

EnYnit + Yot —EnYnp + 5n+1)
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Urnes a tirage multiple Approximation stochastique

Preuve

Rappel : Notre but :
Un+1)=U(n)+R(&(n+ 1))J Znit = Zn+n(0(Z0) + AM, 0 + 5,,+1)J

Un+1) _ UM +REm+1) _,  T(n)  REn+1)
" T(n+1) T(n+1) T T(n+ 1) T T(n+1)

_7 (1 - R(ﬁ(n+1))ll1) R(&(n+1))
" T(n+1) T(n+1)
|

=2+ p 1y (R D) - |RE(n+1))120)

=Y

1
=Zp+ W(Enynﬂ + Y1 —EnYniq +5n+1)

Il reste a montrer que E, Y1 = h(Zp)...
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Urnes a tirage multiple

Preuve
Rappel : Notre but :
Yni1 = Ff(i(n+1))—IIR(£(n+1))II1J EnYni1 = h(Zp) J
EnYni1 = Z()F’n(ﬁ(nﬂ)—V)(R(V)—IIR(V)II1Zn)
veZd
d
- ¥ (1120 (R0 - 1RW)1122)
ves(@ V=
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Urnes a tirage multiple Approximation stochastique

Preuve
Rappel : Notre but :
Yoo = R(f(n+1))—IIR(E(n+1))||1J EnYnit = h(Zn) J
EnYni1 = Z()Pn(é(n+1)=V)(R(V)—IIR(V)H1Zn)
veZ,,‘,j
d
- ¥ (V)12 (Rw) - 1RO Z:)
ves(@ V=

On obtientdonc | A(x) = 3° (T)ﬁx}’" (R(v) - IR(v)+x)

ves @ V7 it

Notons que h: =@ — {(y1,...,yq) e R%:Y y; = 0}.

Cécile Mailler (Prob-L@B) Urnes de Pélya
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Urnes a tirage multiple Approximation stochastique

Preuve
Rappel : Notre but :
Vi = R(&(n+1))—IIR(€(n+1))||1J EnYni1 = h(Zn)
EnY,q = 22 Pa(e(n+1) = v)(R(v) - |R(V)[1Z,)
veZ,,‘,j)
d
- ¥ (1120 (R0 - 1RW)1122)
VGZS,?) i=1

On obtientdonc | A(x) = 3° (T)ﬁx}’" (R(v) - IR(v)+x)

ves @ V7 it

Notons que h: =@ — {(y1,...,yq) e R%:Y y; = 0}.

On a bien Zy1 = Zn +yn(h(Zn) + AMps1 +€pv1)- |

Cécile Mailler (Prob-L@B) Urnes de Pélya
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Heuristique de I'approximation stochastique
On a bien Zn+1 = Zn + ’)’n(h(Zn) + AM,H_‘] + €n+1 ) J

Si h est une fonction Lipschitz, alors Z, va asymptotiquement suivre le
flot de I'équation différentielle y' = h(y).

[Duflo 90, Benaim '99, Pemantle '07]

Dans notre exemple du réseau aléatoire récursif :
Ui (n) := # de nceuds de degré 2
U>(n) := # de nceuds de degré > 3

OnaR@)=(2). ARG =(). ARG =)
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Heuristique de I'approximation stochastique
On a bien Zn+1 = Zn + ’)’n(h(Zn) + AM,H_‘] + €n+1 ) J

Si h est une fonction Lipschitz, alors Z, va asymptotiquement suivre le
flot de I'équation différentielle y' = h(y).

[Duflo 90, Benaim '99, Pemantle '07]

Dans notre exemple du réseau aléatoire récursif :
Ui (n) := # de nceuds de degré 2
U>(n) := # de nceuds de degré > 3

OnaR@g)=(2). AG)=(). RE)=(o) etdonc

h(x) = x12(_21) +2X4 XQ(?) + xzz(;) - (2)

Cécile Mailler (Prob-L@B) Urnes de Pdlya 28/71




Heuristique de I'approximation stochastique
On a bien Zn+1 = Zn + ’)’n(h(Zn) + AM,H_‘] + €n+1 ) J

Si h est une fonction Lipschitz, alors Z, va asymptotiquement suivre le
flot de I'équation différentielle y' = h(y).

[Duflo 90, Benaim '99, Pemantle '07]

Dans notre exemple du réseau aléatoire récursif :
Ui (n) := # de nceuds de degré 2
U>(n) := # de nceuds de degré > 3

onaR@)=(3). AQ)=(). AQ = (). etdone

h(x) = xf(_;) +2X4 XQ(?) + XZZ(;) - (2)

On utilise xo =1 — x4 et hy + ho = 0 pour se limiter a une équation :

hi(x)=-x?+(1-x)2-x=1-3x.

v

NB : En fait, si h est linéaire, on peut trouver une martingale... [Kuba & Mahmoud '17]
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Heuristique de I'approximation stochastique
On a bien Zn+1 = Zn + ’)’n(h(Zn) + AM,H_‘] + €n+1 ) J

Si h est une fonction Lipschitz, alors Z, va asymptotiquement suivre le
flot de I'équation différentielle y' = h(y).

[Duflo 90, Benaim '99, Pemantle '07]

Dans notre exemple du réseau aléatoire récursif :
Ui (n) := # de nceuds de degré 2 h
U>(n) := # de nceuds de degré > 3

onaR@)=(3). AQ)=(). AQ = (). etdone

h(x) = xf(_;) +2X4 XQ(?) + XZZ(;) - (2)

On utilise xo =1 — x4 et hy + ho = 0 pour se limiter a une équation :

hi(x)=-x?+(1-x)2-x=1-3x.

v
NB : En fait, si h est linéaire, on peut trouver une martingale... [Kuba & Mahmoud '17]
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Urnes a tirage multiple

Loi des grands nombres

Lemme (cas “diagonal”) :
Si h=0, alors Z, —» Z, p.s., et Z,, a une densité sur [0, 1]. J
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Urnes a tirage multiple Loi des grands nombres

Loi des grands nombres

Lemme (cas “diagonal”) :
Si h=0, alors Z, > Z p.s., et Z, a une densité sur [0, 1]. J

¢ On appelle ensemble limite de Z 'ensemble de ses points

d’accumulations :
L(Z) = U{Zm}.

n>0 mzn

Theoréme : [Lasmar, M. & Selmi 18]
Sih#0, alors :
@ presque slirement, L(Z) est un ensemble compact et connexe
stable par le flot de y' = h(y).
Q@ s’il existe x* tel que h(x*) =0 et (x — x*, h(x)) < 0 pour tout
x e X alors Z, —» x* presque sGrement.
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Urnes a tirage multiple Loi des grands nombres - preuve

Preuve

Zn+1 = Zn+’)’n(h(Zn) +AMn+1 +8n+1) J : ?’52(;)) :?X*> < O(VX)

On pose V, = | Z, - x*|? :

Vit = Vn‘*')’;% ”h(Zn) + AMpiq + eniq ||2+2')’n<zn - X", h(Zp)+AMpi1+en.1 )
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Urnes a tirage multiple Loi des grands nombres - preuve

Preuve

Zniy =2Zn+ ’)’n(h(Zn) + AMp,1 + 5n+1) J ® h(x*)=0

@ (h(x),x—x*)<0(Vx)
On pose V, = | Z, - x*|? :

Vit = Voty2 | A(Zn) + AM 1 + 2ot |24290(Zn = X*, h(Z0)+ A M, 1 +€ne1)

On prend 'espérance conditionnelle :

EnVini1 <V + KN2 + 29n(Zn - x*, h(Z3)) + 290(Zs — X Eneat)
< Vp+ K2 +29p(Zn = x*, h(Z0)) + 290 V.2 |Epenas |,

par I'inégalité de Cauchy-Schwartz.

Cécile Mailler (Prob-L@B) Urnes de Pélya

30/71



Urnes a tirage multiple Loi des grands nombres - preuve

Preuve

Zniy =2Zn+ ')’n(h(zn) + AMp,1 + 5n+1) J ® h(x*)=0

@ (h(x),x—x*)<0(Vx)
On pose V, = | Z, - x*|? :

Vit = Vn‘“)’% ”h(Zn) + AMpiq + eniq ”2“‘2’Yn<zn -x*, h(Zp)+AMp. 4 +5n+1)

On prend 'espérance conditionnelle :

EnVini1 <V + KV2 + 29n(Zn - x*, h(Z3)) + 290(Zy — X Enepat)
< Vp+ K2 +29p(Zn = x*, h(Z0)) + 290 V.2 |Epenas |,

par l'inégalité de Cauchy-Schwartz. Comme x/2<1 A x, on a

EnVii1 Va(1 + 290Epepi1) + K’Y/% + 27| Encnat| + 2vn(Zn — X7, h(Zp)).

Il existe ¢ > 0 telle que v, < ¢/net Epepy1 < ¢/n.

Cécile Mailler (Prob-L@B) Urnes de Pdlya
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Au total nous avons E, V.1 < V(1 +¢/n?) + K[n? + 2vp(Z, — x*, h(Zy)).
Posons W, = T175'(1 + ¢/2)"V,, on a
KIn? + 2n(Zn — Xx*, h(Zp))
iy (1+¢/) ’

En Wn+1 < Wn+
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Urnes a tirage multiple Loi des grands nombres - preuve

Au total nous avons E, V.1 < V(1 +¢/n?) + K[n? + 2vp(Z, — x*, h(Zy)).
Posons W, = T175'(1 + ¢/2)"V,, on a
K/n2 + 2")/n<Zn — )(*7 h(Zn))

Li(1+¢/i2) ’
etdong, si Wy = W, - ¥ 222X N2)) on o £, 11, < W, : on dit
H/':1(1+c/l )

que (W,)nso est une sur-martingale.

En Wn+1 < Wn +
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Urnes a tirage multiple Loi des grands nombres - preuve

Au total nous avons E, V.1 < V(1 +¢/n?) + K[n? + 2vp(Z, — x*, h(Zy)).
Posons W, = T175'(1 + ¢/2)"V,, on a

K/2 o
EnWhi1 < Wh+ [r® +29n(Zn - x*, h(Zp))

iy (1+¢/) ’
et dong, si Wy = W, - ¥ 92 *ﬁ”ﬂi@ f;(z” onakE,W,., < W, :on dit
que (Wh)nso est une sur-martingale.
Théoréme de Doob :
Toute sur-martingale positive converge p.s. vers une v.a. p.s. finie. J

Donc W, -~ W, p.s. quand n — oo
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Au total nous avons E, V.1 < V(1 +¢/n?) + K[n? + 2vp(Z, — x*, h(Zy)).
Posons W, = T175'(1 + ¢/2)"V,, on a
K + 29p(Zn - X*, h(Zp))
iy (1+¢/) ’

etdonc, si W, = W, - >/ K/’2+;Zf<1f"1‘+’(c;j’2’7)(zf)>, onakE,W,., < W, :on dit
v

que (W,)nso est une sur-martingale.

Théoreme de Doob : J

En Wn+1 < Wn +

Toute sur-martingale positive converge p.s. vers une v.a. p.s. finie.

Donc W, -~ W,, p.s. quand n — oo = W,, - W,,...
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Au total nous avons E, V.1 < V(1 +¢/n?) + K[n? + 2vp(Z, — x*, h(Zy)).
Posons W, = T175'(1 + ¢/2)"V,, on a
K/n2 + 2")/”(2” - X*, h(Zn))
Li(1+¢/i2) ’

etdonc, si W, = W, - >/ K/’Zfl”n”'(f"fj;j’g’;(z")), onakE,W,,; < W, :on dit
j=1

que (W),) 0 est une sur-martingale.

En Wn+1 S Wn +

Théoréme de Doob :
Toute sur-martingale positive converge p.s. vers une v.a. p.s. finie. J

Donc Wn - VAVOO p.s.quand n - oo = W > W...

Posons T, =inf{n>0, W,- W, > a} : T, est un “temps d’arrét” (i.e.
vn,{T, < n} est mesurable par rapport a W, ..., W), et donc
(WhaT,)n=0 est aussi une sur-martingale. [Exercice 1]

Conditionellement & T, = oo, W, » W, et Yis07il{Zi — x*, h(Z))] < oo.

Notre but : montrer que V,, = |Z, - x*| - 0 p.s.
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Urnes a tirage multiple

Comme Ugen{Ta = oo} = Q, on obtient que V,, > V et
> il(Zi = x", h(Z}))] < o0 p.s.

>0
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Urnes a tirage multiple Loi des grands nombres - preuve

Comme Ugn{Ta = oo} =, on obtient que V,, - V, et
> il(Zi = x", h(Z}))] < o0 p.s.

i>0

Rappel : h(x*) =0 et (x — x*, h(x)) < 0(Vx). Cela implique en
particulier que h(x) # 0 pour tout x € =@,

Si V. # 0, alors il existe ¢ tel que |Z; — x*| > e pour i assez grand.
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Urnes a tirage multiple Loi des grands nombres - preuve

Comme Ugn{Ta = oo} =, on obtient que V,, - V, et

>, 7il(Zi = x*, h(Z))| < e p.s.
i>0

Rappel : h(x*) =0 et (x — x*, h(x)) < 0(Vx). Cela implique en
particulier que h(x) # 0 pour tout x € ¥,

Si V. # 0, alors il existe ¢ tel que |Z; — x*| > e pour i assez grand.

La fonction x — (x — x*, h(x)) est strictement négative, et continue sur
le compact ¥ \ B(x,¢). Il existe donc n > 0 tel que :
(Zi—x",h(Z)) < —¢, et

S ul{Z =X h(Z))] 2 & 3 = oo

i>0 i>ig
parce que v; = 1/(|U(0) |1 + iS) ~ 1/(iS). Impossible, donc V., =0. [

Notre but : montrer que V,, = |Z, - x*| - 0 p.s.
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Urnes a tirage multiple

Retour a 'énoncé

Lemme (cas “diagonal”) :
Si h=0, alors Z, - Z, p.s., et Z, a une densité sur [0, 1]. J
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Urnes a tirage multiple Loi des grands nombres

Retour a 'énoncé

Lemme (cas “diagonal”) :
Si h=0, alors Z, - Z, p.s., et Z,, a une densité sur [0,1]. J

¢ On appelle ensemble limite de Z I'ensemble de ses points
d’accumulations :

L(2) = U{Zm}-

n>0 mzn
Theoréme . [Lasmar, M. & Selmi 18]

Sih#0,alors:

@ presque slrement, L(Z) est un ensemble compact et connexe
stable par le flot de y' = h(y).

Q il existe x* tel que h(x*) =0 et (x — x*, h(x)) < 0 pour tout
x € X9 alors Z, — x* presque slrement.
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Urnes a tirage multiple Loi des grands nombres

Un peu décevant ?

@ Cas favorables : h admet un unique zéro x* sur @, et
(h(x),x - x*) <0 pour tout x € =@
» Vrai sur “la plupart” des exemples.
» Ce x* doit vérifier que toutes les v.p. de Vh(x*) sont négatives.
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Urnes a tirage multiple Loi des grands nombres

Un peu décevant ?

@ Cas favorables : h admet un unique zéro x* sur @, et
(h(x),x - x*) <0 pour tout x € ¥®
» Vrai sur “la plupart” des exemples.
» Ce x* doit vérifier que toutes les v.p. de Vh(x*) sont négatives.

@ Si m=1 le cas irréductible est “favorable” : 'unique zéro de
h(x) = ('R - SId)x (R =matrice de remplacement) sur X® est le
vecteur propre a gauche vy associé a S. #Athreyakarlin
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Urnes a tirage multiple Loi des grands nombres

Un peu décevant ?

@ Cas favorables : h admet un unique zéro x* sur @, et
(h(x),x - x*) <0 pour tout x € ¥®
» Vrai sur “la plupart” des exemples.
» Ce x* doit vérifier que toutes les v.p. de Vh(x*) sont négatives.

@ Si m=1 le cas irréductible est “favorable” : 'unique zéro de
h(x) = ('R - SId)x (R =matrice de remplacement) sur X® est le
vecteur propre a gauche vy associé a S. #Athreyakarlin

@ Cas non favorables < cas (m = 1)-non-irréductibles. Il est normal
que ces cas soient plus compliqués. [Janson '06]
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Urnes a tirage multiple Loi des grands nombres

Un peu décevant ?

@ Cas favorables : h admet un unique zéro x* sur @, et
(h(x),x - x*) <0 pour tout x € ¥
» Vrai sur “la plupart” des exemples.
» Ce x* doit vérifier que toutes les v.p. de Vh(x*) sont négatives.

@ Si m=1 le cas irréductible est “favorable” : 'unique zéro de
h(x) = ('R - SId)x (R =matrice de remplacement) sur X® est le
vecteur propre a gauche vy associé a S. #Athreyakarlin

@ Cas non favorables < cas (m = 1)-non-irréductibles. Il est normal
que ces cas soient plus compliqués. [Janson '06]

@ Dans le cas affine (h(x) = Ax + b) on peut appliquer la théorie des
martingales. [Kuba & Mahmoud '17]
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Urnes a tirage multiple Théoréme central limite

Une bonne nouvelle
On dit que x* est un zéro stable de h ssi toutes les valeurs propres de
Vh(x*) sont strictement négatives.
Théoréme [LMS++] : Pour toute urne équilibrée :

Supposons que h admette un zéro stable x* tel que Z, — x* a.s. Soit A
la valeur propre de -V h(x*) avec la plus petite partie réelle. Alors,

@ siRe(A) > /2, alors \/n(Z, - x*) = N(0,X) when n - oo.
Supposons de plus que tous les blocs de Jordan de Vh(x*) associés
a A sont de taille 1.

@ SiRe(A) = S/2, alors \/Nfiogn(Z, - x*) = N (0,0) quand n — oo.

@ SiRe(A) < S/2, alors n“™/$(Z, - x*) > W < +o0 p.s. of. [Zhang "16]

V.

@ ¥ et © sont explicites et ne dépendent pas de U(0).
@ C’est bien une généralisation du cas m =1 de Janson et du cas
“affine” de Kuba et Mahmoud. [Janson '04, Kuba & Mahmoud '17]
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Urnes a tirage multiple Exemples

Exemples a deux couleurs, m =2

Le graphe aléatoire récursif :
Rappelons que, dans ce cas, hy
Rl =(3). RG)=(). RE)=(o) et

hy(x) =1-3x.

@ par notre “loi des grands nombres”, on a Z, - (;ﬁ) p.S.

@ comme W' =-3,alors A\=3>S/2=1, etdonc

n*? (Z,, - (1/3)) - W ps.

2/3
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Urnes a tirage multiple Exemples

Exemples a deux couleurs, m=2

Un exemple non linéaire

gc:]szns R = (o) RG)=() AR)=(s)- >e<<est

hi(x) =(1-x)(1 -3x).
@ par notre “loi des grands nombres” Z, — (;ﬁ) p.s.

@ comme -h}(1/3) =2=§/2, notre “TCL’ donne

\/W,(zn - (;ﬁ)) = N(0,1/18).
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Urnes a tirage multiple Exemples

Exemples a deux couleurs, m =2

Un exemple non linéaire
2\ _ (4 1 1 0y _ (1
Posons R(g) = (o). R(7)=(3). RG)=(5): 0 1
On a
hi(x) =(1-x)(1-3x).
@ par notre “loi des grands nombres” Z, — (;ﬁ) p.s.
@ comme -h}(1/3) =2=§/2, notre “TCL’ donne

Vilean (20~ (1)) = 0. 1)

Remarque : Dans les exemples a deux couleurs, si m=2 il ne peut y
avoir au maximum qu’un unique zéro stable, mais cela n’est plus vrai

pour m = 3...

37/71
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Exemple a deux couleurs, m=3
Un exemple avec deux zéros stables
Prenons A(g) = (5) A() = (%) AG)=(a) RG)= ()
@ hy(x) =-200(x-1/10)(x-1/2)(x-9/10) 1 9
o (1f2) >0, H,(}10) = H, (Sf10) = 64 (7 !
@ N=64>91/2=5/2, donc

DO

Zn1 — Xoo € {1/10,9/10} et /n(Z,1 - X)) = N(0,4131/67340).
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Exemple a deux couleurs, m=3
Un exemple avec deux zéros stables

Prenons A(g) = () R()=(5) RG)=(e1) RG)=(s)-

@ hy(x) =-200(x-1/10)(x-1/2)(x-9/10) 1

® M (1/2) >0, hi(1/10) = h;(/10) =64 |
@ N =64>91/2=S5/2, donc

DO

Zn1 — Xoo € {1/10,9/10} et /n(Z,1 - X)) = N(0,4131/67340).

Simulation de 100 trajectoires (200

étapes chacune) commengant a (ajs)

Cécile Mailler (Prob-L@B) Urnes de Pdlya

38/71




Exemple a deux couleurs, m=3
Un exemple avec deux zéros stables
Prenons A(g) = (5) A() = (%) AG)=(a) RG)= ()
@ hy(x) =-200(x-1/10)(x-1/2)(x-9/10) 1 9
o (1f2) >0, H,(}10) = H, (Sf10) = 64 (7 !
@ N=64>91/2=5/2, donc

DO

Zn1 — Xoo € {1/10,9/10} et /n(Z,1 - X)) = N(0,4131/67340).

Simulation de 100 trajectoires (200
étapes chacune) commencant a (3;5)
NB : expérimentalement, 35% de ces
trajectoires convergent vers 9/10.
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Exemples a trois couleurs (m = 2)

R:(2,0,0) ~(2,0,0) Flot de  1(0.0.1)
Y =hly)
(0727O)H(1,O,1) \ilt‘
(0’072)'_)(17170) \ : :‘: : '
(1,1,0)~ (0,0,2) RNNE
(1,0.1)~(0,2,0) NN S
(0,1,1) » (0,1,1) SN N s :

Deux trajectoires de 200
étapes chacune s
commengant respectivement (o0 - - -

en (6,3,3) et (2,6,20) : ’
L (2 -1 -
Zzg -1 19/13 -6/13

-1 -6/13 19/13

NB:X-(1,1,1)=(0,0,0).

Cécile Mailler (Prob-L@B) Urnes de Pélya 39/71

Vn(Z,-(1/5,2/5,2/5)T) = N (0, Z)J




Urnes a tirage multiple Exemples

Un exemple a trois couleurs “défavorable” :
pierre-papier-ciseaux

R :(2,0,0)~ (1,0,0)
(0,2,0) » (0,1,0)
(0,0,2) » (0,0,1)
(1,1,0) » (1,0,0)
(1,0,1) » (0,0,1)
(0,1,1) » (0,1,0)

h a quatre zéros : (1,0,0), (0,1,0),
(0,0,1) and (/3,1/3,1/3), mais ils sont
tous “répulsifs”.

Théoréme [Laslier & Laslier '17] :

La trajectoire de Z, s’accumule le long d’un cycle stable
par le flot de y’ = h(y).
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Urnes a tirage multiple Conclusion

Les urnes a multi-tirage

En appliquant la théorie de I'approxiation stochastique (classique pour
les processus renforcés), nous avons obtenu :

@ convergence p.s. de la composition de I'urne dans les case
favorable (un zéro stable dont le domain d’attraction est le
domaine entier privé des éventuels zéros instables) ;

@ conditionnellement a Z, — x*, un théoréme qui donne la vitesse
de convergence vers cette limite en fonction du trou spectral de
Vh(x*).

Malheureusement :

@ il N’y a pas de caractérisation “facile” des cas favorables : il faut
calculer h, et trouver ses zéros stables;;

@ la vitesse de convergence n’est connue que si toutes les valeurs
propres de Vh(x*) sur (¥ sont strictement négatives.
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Urnes a tirage multiple Conclusion

[Benaim ’99]

[Duflo '90]
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Urnes de Pdlya a une infinité de
couleurs

Cécile Mailler (Prob-L@B)



Urnes a une infinité de couleurs Motivation

Une infinité de couleurs ?

Peut-on généraliser la théorie des urnes de Pélya classiques
irréductibles a une infinité de couleurs ? Cas diagonal, cf. [Blackwell & MacQueen '73]
Applications :

o
n noeuds
= AAR,
1]
Profil de 'AAR.

Cécile Mailler (Prob-L@B)

Estimer des mesures quasi-stationnaires :
Soit (Xn)ns0 une chaine de Markov sur un
espace E u {@} et telle que @ est un puit.

Une mesure v est quasi-stationnaire pour X s’il
existe x € E tel que, pour tout Borel set B € E,

Py (Xn € BIXn £ ) > v(B).

Si I'espace est fini, alors on peut approximer
la/les MQsS en utilisant une urne de Pdlya : on
voudrait faire pareil quand I'espace est infini.

[Aldous, Flannery & Palacios '88][Exercice 5]

Urnes de Pdlya 44/71



Urnes a une infinité de couleurs Définition

Processus de Pélya a valeur mesure

[Bandyopadhyay & Thacker ++][M & Marckert '17]
On définit (m,) -0 Une suite de mesures positives aléatoires sur un
espace Polonais P (e.9. 72, R? ou tout espace métrique complet).

Dictionnaire

Deux paramétres : ,
P ¢ P est 'ensemble des couleurs;;
@ la composition initiale my

- e My, est la composition de I'urne
(une mesure positive sur P);

au temps n;

@ |les mesures de remplacement o Pour tout Borélien B de P,
(Rx)xep (un ensemble de mesures m,,(B) est la masse des boules
positives sur P). de couleur dans B dans l'urne au

temps n.

Définition du processus de Markov (M) nso

Au temps n+ 1, on tire au hasard une couleur &,,1 € P selon la loi
mp/mu(P) ; puis on définit my,.1 = mp+ Re,,,, .
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Urnes a une infinité de couleurs Définition

Définition du processus de Markov (mp)nso

Au temps n+ 1, on tire au hasard une couleur £,,1 € P selon la loi
mp/mMp(P) ; puis on définit m,.q = mp + Re,,,, -

Le cas original de I'urne a deux couleurs :

mg = U, (0)51 + U2(0)52 et Ri=adi+bds et Ro=cd +doo.

R1

35
@i ’
mp
Ro
15, 60 25| |26
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Urnes a une infinité de couleurs Définition

Définition du processus de Markov (mp)nso

Au temps n+ 1, on tire au hasard une couleur £,,1 € P selon la loi
mp/mMp(P) ; puis on définit m,.q = mp + Re,,,, -

Le cas original de I'urne a deux couleurs :
mg = U, (0)51 + U2(0)52 et Ri=adi+bds et Ro=cd +doo.

Ri

30
‘Ei ’
r\‘ fnJrl =1
my
Ro
15, 60 20| |26
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Urnes a une infinité de couleurs Définition

Définition du processus de Markov (mp)nso

Au temps n+ 1, on tire au hasard une couleur £,,1 € P selon la loi
mp/mMp(P) ; puis on définit m,.q = mp + Re,,,, -

Le cas original de I'urne a deux couleurs :
mg = U, (0)51 + U2(0)52 et Ri=adi+bds et Ro=cd +doo.

Ri

30
5 ’
Ro
201 209
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Urnes a une infinité de couleurs Définition

Définition du processus de Markov (mp)nso

Au temps n+ 1, on tire au hasard une couleur £,,1 € P selon la loi
mp/mp(P) ; puis on définit m,,.1 = mp + Re, ..

Remarques :
@ Lensemble des couleurs peut désormais étre infini,

s
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Urnes a une infinité de couleurs Définition

Définition du processus de Markov (my) nso

Au temps n+ 1, on tire au hasard une couleur £,,1 € P selon la loi

mp/mp(P) ; puis on définit m,,.1 = mp+ Re,, .,

Remarques :

@ Lensemble des couleurs peut désormais étre infini, voire

non-dénombrable.

@ La mesure de composition m, peut étre a densité (les boules ont

alors un poids infinitésimal).

mn

Cécile Mailler (Prob-L@B) Urnes de Pdlya

/N
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Urnes a une infinité de couleurs Définition

Définition du processus de Markov (m;)nso

Au temps n+ 1, on tire au hasard une couleur &,,1 € P selon la loi
mp/mp(P); puis on définit m,. 1 = my + Re,,_,-

Remarques :
@ Lensemble des couleurs peut désormais étre infini, voire
non-dénombrable.
@ La mesure de composition m, peut étre a densité (les boules ont
alors un poids infinitésimal).

Sous quelles conditions ce processus converge-t-il ?

Convergence de mesures : 1, — u faiblement ssi

pour toute fonction continue bornée f: P - R,ona [ fdu, — [ fdp.
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Urnes a une infinité de couleurs Convergence presque s(re par approximation stochastique

Approximation stochastique
On suppose que I'urne est équilibrée : mg(P) = Rx(P) = 1(Vx).

Lemme [M & Villemonais ++] :
Posons m, = mp/(n+ 1), alors, pour tout n > 0,

Mpy1 = Mp +

(h(mn) + AMp.4 )7

n+1
avec h(u) = [p Rxdu(X) - p.
Preuve :
R
ﬁ’)n+1 = % n + £(n+1)

n n+1 n+1
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Urnes a une infinité de couleurs Convergence presque s(re par approximation stochastique

Approximation stochastique
On suppose que I'urne est équilibrée : mg(P) = Rx(P) = 1(Vx).

Lemme [M & Villemonais ++] :
Posons m, = mp/(n+ 1), alors, pour tout n > 0,

Mpy1 = Mp +

(h(mn) + AMp.4 )7

n+1
avec h(u) = [p Rxdu(X) - p.
Preuve :
. mp n Re(ne1) ~< 1 ) Re(n+1)
= — = 1—
M= 1t et 7 n+1)" Tn+d
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Urnes a une infinité de couleurs Convergence presque s(re par approximation stochastique

Approximation stochastique
On suppose que I'urne est équilibrée : mg(P) = Rx(P) = 1(Vx).

Lemme [M & Villemonais ++] :
Posons m, = mp/(n+ 1), alors, pour tout n > 0,

(h(mn) + AMp.4 )7

i . 1
Mpy1 = Mp + P
avec h(u) = [p Rxdu(X) - p.

Preuve :

mn+1

m, n R{(n+1):ﬁ7<1_ 1 )+R§(n+1)
nn+1 n+1 n+1 n+1

1 )
n+ ——=(Re(net) — Mn)
[ —

32

n+1

= Tn4d
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Urnes a une infinité de couleurs Convergence presque s(re par approximation stochastique

Approximation stochastique

On suppose que I'urne est équilibrée : mg(P) = Rx(P) = 1(Vx).

Lemme [M & Villemonais ++] :
Posons m, = mp/(n+ 1), alors, pour tout n > 0,

(h(mn) + AMp.4 )7

Mpy1 = Mp + P

avec h(u) = [p Rxdu(x) - pu.

Preuve :

Mpiq =

mp
nn

=ﬁ7n+

R R
n_, Rewey o (1 1 )+ £(n+1)
+1 n+1 n+1 n+1

1 y 5 1
m(R»:(rm) ~ M) = fing + 1 (EnYni1 + AMp. 1)

= Tn4d
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Urnes a une infinité de couleurs Convergence presque slre par approximation stochastique

Approximation stochastique
On suppose que l'urne est équilibrée : my(P) = Rx(P) = 1(Vx).
Lemme [M & Villemonais ++] :
Posons m, = mp/(n+ 1), alors, pour tout n > 0,

M1 = My + P (h(mn) + AI\/’n+1)7
avec h(u) = [p Rxdu(x) - pu.
Preuve :
. mp n Renety . ( 1 ) Re(n+1)
= — — 1 —_—
M= 1t et 7 n+1)" Tn+d

1
n+1

~ ~ - 1
=Mp+ (Re(nsty = Mn) = M + 3 (EnYne1 + AMp.1)
7 n+

=T nw
On a blen En Yn+1 = EnRg(rH,‘]) - fhn = fP Rxdmn(x) - i‘hn = h(fnn)
car £(n+1) ~ My conditionnellement a m,. O
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Urnes a une infinité de couleurs Convergence presque slre par approximation stochastique

Approximation stochastique
On suppose que I'urne est équilibrée : mg(P) = Rx(P) = 1(Vx).

Lemme [M & Villemonais ++] :
Posons m, = mp/(n+ 1), alors, pour tout n > 0,

~ 1

Mpeq = Mp + —— n+ (h(mn) + AMn+1)
avec h(p) = [p Rxdu(X) - p.

Donc (mp)ns0 €st un approximation stochastique a valeurs dans
M(P), 'espace des mesures sur P...

@ Quand 'espace P est compact, c’est relativement standard, et on
peut montrer que (Mp)nso Suit le flot de

)

[Benaim '99]
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Urnes a une infinité de couleurs Convergence presque slre par approximation stochastique

Approximation stochastique
On suppose que I'urne est équilibrée : mg(P) = Rx(P) = 1(Vx).

Lemme [M & Villemonais ++] :
Posons m, = mp/(n+ 1), alors, pour tout n > 0,

~ 1

Mpeq = Mp + —— n+ (h(mn) + AMn+1)
avec h(p) = [p Rxdu(X) - p.

Donc (mp)ns0 €st un approximation stochastique a valeurs dans
M(P), 'espace des mesures sur P...

@ Quand 'espace P est compact, c’est relativement standard, et on
peut montrer que (Mp)nso Suit le flot de

th
(Ht) [Benaim '99]

@ Avec des hypothése (de type ‘Lyapunov”) sur (Rx)xep, On peut
montrer que cela marche aussi si P n’est pas compact.
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Urnes a une infinité de couleurs Convergence presque slre par approximation stochastique

Approximation stochastique
. - . d
On sait que (Mp)nso Suit le flot de ditt = fPRdet(X) - it

Soit (X;)=0 la chaine de Markov de saut a valeurs dans P telle que :
Xo ~ o, la marche saute a taux 1, si elle est en x, elle saute vers une
position aléatoire, distribuée comme Ry.

Alors X; ~ u pour tout £ > 0.
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Urnes a une infinité de couleurs Convergence presque slre par approximation stochastique

Approximation stochastique
. ~ . d
On sait que (Mp)nso Suit le flot de ditt = fPRxdut(X) - Wt

Soit (X;)=0 la chaine de Markov de saut a valeurs dans P telle que :
Xo ~ o, la marche saute a taux 1, si elle est en x, elle saute vers une
position aléatoire, distribuée comme Ry.

Alors X; ~ u pour tout £ > 0.

Donc, s'il existe une mesure de probabilité v telle que X; — v en loi
quand t — oo, pour toute distribution initiale ;g (on dit que X est
“ergodique”), alors m, — v presque sirement!

Théoreme [M & Villemonais] :

Si la chaine de Markov (W,,)ns0 de noyau (R )xep est ergodique de
distribution limite v et si P est compact, alors m, - v p.s (N - o).

Whi1 ~ Rw,, il s’agit de la version en temps discret de (X:)o
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Urnes a une infinité de couleurs Convergence presque slre par approximation stochastique

Théoréme [M & Villemonais ++] :

Si la chaine de Markov (W) -0 de noyau (Rx)xp est ergodique de
distribution limite v et si P est compact, alors m, - v p.s (N —> o).

Appliquons ce résultat au cas classique de 'urne (U(n))ps0 @ d
couleurs avec matrice de remplacement irréductible R et balance S.

Onpose P ={1,...,d} et Alors m,, est le MVPP de
| d mesures de remplacement
_ SN US: 18 :
Mo =g 2, Uikma; - (¥n). Ri= g XAty (V).
/:

@ La chaine (W,)ns0 a pour matrice de transition la matrice A/s
@ A/s estirréductible = (W)) s est ergodique et converge vers
v=y9, ud; ol ’ UR/s=u < uR = Su‘.

@ Donc mi/n - v p.s. < U(n)/n— up.s. [Athreya & Karlin '68] O
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Urnes a une infinité de couleurs Convergence presque slre par approximation stochastique

Approximation stochastique

Théoréme [M & Villemonais ++] :

Si la chaine de Markov (W) -0 de noyau (Rx)xp est ergodique de
distribution limite v et si P est compact, alors m, - v p.s (n - o).

@ On peut aussi traiter le cas ou P n’est pas compact sous
I'hypothése supplémentaire qu'’il existe V : P — [1, ), telle que
» pour tout n > 1, {x € P: V(x) < n} est relativement compact
» il existe C>0etde(0,1) tels que

fPV(y)dRX(y)gewx)w (Vx e P).
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Urnes a une infinité de couleurs Convergence presque slre par approximation stochastique

Approximation stochastique

Théoréme [M & Villemonais ++] :

Si la chaine de Markov (W) -0 de noyau (Rx)xp est ergodique de
distribution limite v et si P est compact, alors m, - v p.s (n - o).

@ On peut aussi traiter le cas ou P n’est pas compact sous
I'hypothése supplémentaire qu'’il existe V : P — [1, ), telle que
» pour tout n > 1, {x € P: V(x) < n} est relativement compact
» il existe C>0etde(0,1) tels que

fPV(y)dRX(y)SHV(x)+C (Vx e P).

@ La cas non-équilibré est aussi faisable :
» il faut supposer que sup,.p Ax(P) <1
» et que la chaine de Markov sur P u {@} de noyau
Rx + (1 -=Rx(P))dy, absorbée a @ admet une unique MQS v.
@ On peut aussi rajouter des “poids” aux couleurs, “retirer des
boules” de 'urne, et rendre la régle de remplacement aléatoire.
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Convergence presque slre par approximation stochastique
. . . y
Application : encore 'AAR

Ui(n) = nombre de nceuds de degré i dans AAR,.

mp := Y., Ui(n)d; est un MVPP avec mesures de remplacement

@ Rg =4y,

@ Rj=0j41—0i+6q [on a le droit de retirer des boules]
On pose V(x) = (3/2)* et notre théoréme s’applique :

~ m N iy

My := T" >, p.s, 0l =27(i>1).
Théoreme :
En fait, on obtient un résultat un tout petit peu plus fort :

ffdr"nn—>ffdu p.S.,

pour toute fonction continue f : P - Rt.q. f(x) = o((3/2)") quand
X — 00,

[répond partiellement & une question de Janson '04]
On est loin d’obtenir un TCL, ceci dit...
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Urnes a une infinité de couleurs Chaines de Markov branchantes

Une autre approche : par branchement

Dans cette section, on traite le cas ou la chaine de Markov (W) ns0
n’est ergodique qu’aprés renormalisation :

Définition :
On dit que la chaine de Markov (W) ns0 €st (an, bp)-ergodique si
—W"a;b" = ~ en distribution (n - o) et v ne dépend pas de W,.

On suppose que :
@ 0<my(P) < oo,
@ Rx(P) =1 pour tout x € P (I'urne est equilibrée),
@ (W) nso est (an, bp)-ergodique de distribution limite -,
@ pour tout x € P, pour tout e, = 0(1/n),
fim Cnex/Aren =P f(x) and lim ”*Xf e g(x),
n—oo an n—oco

ou f et g sont deux fonctions mesurables.
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Chaines de Markov branchantes
Une autre loi des grands nombres

Théoreme [M & Marckert 17] :
Sous toutes ces hypothéses,
n'mp(@ogn - +bogn) — v en probas,

ou v est la distribution de F'g(A) + f(A),ou T ~~y et A~ AN (0,1) sont
indépendantes.

. Xn— b
N.B. : si X, ~ mp alors =——" ~ my(@ign - +biogn)-

alogn
Exemples :

@ Classique irréductible : mais on obtient un résultat plus faible que
[Athreya & Karlin ’68] (en proba. au lieu de p.s.);

@ On peut traiter des cas qui ne sont pas couverts par [M &
Villemonais ++] : a, # 1 ou b, £ 0.
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Urnes a une infinité de couleurs Chaines de Markov branchantes

Un exemple : le cas de la marche aléatoire simple

Lemme : A r.v. de moyenne m < oo et variance o2 < oco.
Si Ry est la distribution de x + A, alors

f(x)=mx, g(x)=1 et ~=N(0,02).

n
Preuve : W,= W, + Z Ajou (Aj); estune suite i.i.d. de copies de A.
i=1
W, - mn
Par le TCL, ”T = N(0,02) =: ~.

Donc, a, =/netb,=mn, et (VxeR, =, =0(1))

b -b m(n+x\/n+ep) —mn
F(x) = lim /e T gy (n+x/n+ep) = mx,
n—oo an n—oo \/ﬁ
a n+x\vn+
g(x) = lim ZmxVnten _ ﬂ:{
n—oo dan n—oo \/ﬁ
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Urnes a une infinité de couleurs Chaines de Markov branchantes

Un exemple : le cas de la marche aléatoire simple

Lemme : A r.v. de moyenne m < co et variance o? < oo.
Si Ry est la distribution de x + A, alors

f(x)=mx, g(x)=1 et ~=N(0,05°).

Le théoréeme s’applique donc, et on obtient
n'my(y/logn - +mlogn) - N (0, m? + o2), en proba.,
car N(0,m? + 02) est laloide mA+® (A~ N (0. 1) indep. de ® ~ v).

my/n

(n large)

mlogn

[Janson '18] montre convergence p.s. dans ce cas !
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Idées de la preuve Couplage avec une chaine de Markov branchante

Couplage avec une chaine de Markov branchante

mn 1 O I
Ona—=—(m+SR N suppose pour la preuve
( ° Z g(l)) que my(P) =1. J

ou {(/) est la couleur tlree au temps /.
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Couplage avec une chaine de Markov branchante

m, 1
On a T = n(mo + Z Rg(,))
ou (i) estla couleur tlree au temps /.

On suppose pour la preuve
que my(P) =1. J

On couple le processus de Pélya avec une chaine de Markov

branchante (CMB) sur 'AAR :

Idée clef :

Tirer la couleur £(i + 1) selon mi/i est
équivalent a

@ tirer un entier u uniformément au
hasard dans {0, ...,i};

@ siu=0,tirer¢(i+1) selon my;
@ sinon, tirer {(/ + 1) selon R¢(y).
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Couplage avec une chaine de Markov branchante

mn 1 O |
ona—"-"(m+SR n suppose pour la preuve
”( ° Z g(’)) que my(P) =1. J

ou «;—“(/) est la couleur tlree au temps /.

On couple le processus de Polya avec une chaine de Markov
branchante (CMB) sur 'AAR :

ldée clef : D

Tirer la couleur £(i + 1) selon mi/i est
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Idées de la preuve

@ l'arbre sous-jacent est 'AAR;
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Idées de la preuve Couplage avec une chaine de Markov branchante

@ l'arbre sous-jacent est 'AAR;;
€n) €2) €1) e les étiquettes sont une cMB de noyau
(Rx)xePs i.e.
@ @ @ la suite des étiquettes le long de chaque

branche a la méme loi que (Wp)nso;
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NB : mp = %(mo + 27:_11 Rg(,‘)) estla

loi de I'étiquette du “prochain”
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@ @ l'arbre sous-jacent est 'AAR;

@ @ @ @ les étique_ttes sont une CMB de noyau
(Ry)xep, i-€.

la suite des étiquettes le long de chaque
@ @ @ branche a la méme loi que (Wp)nso;

deux branches distinctes sont indép.

© © @ ’

On sait que
@ X(vpi1)=W,,, enloi,

NB : mp = %(mo + 27;1 ’Rg(,‘)) estla
loi de I'étiquette du “prochain”

noeud : noeud numéro n+ 1. ° W%'—»/MN(OJ)en loi,
Notons cette étiquette X (v,.1). ° W"a—;b" - T ~~enloi.

- a X -b, b, .-
X(Vn+1) b|0gf7 _ (V4] (]/n+1) V41 + Vi1l blogn N f(/\)r+g(/\)
alog n alog n a Vnitl alog n

Cela implique que E[My(agn - +biogn)] = v- U
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Idées de la preuve Conclusion

Conclusion

Nous avons réussi a généraliser le modéle des urnes de Pélya
irréductibles a une infinité de couleurs en exploitant le lien avec les
chaines de Markov branchantes sur I'AAR.

@ Une loi forte des grands nombres quand la chaine de Markov
sous-jacente est ergodique sans renormalisation (approximation
stochastique).

@ Une loi faible des grands nombres dans les cas avec
renormalisation (méthodes de branchement).

Problémes ouverts :
@ quid des fluctuations autour de la limite p.s.? (TCL)
@ peut-on traiter les urnes a tirage multiple et infinité de couleurs ?
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@ Urnes de Polya classiques et martingales
@ Lurne “originelle” de Polya et Eggenberger
@ Le cas “irréductible” : une loi des grands nombres...
© ... un “théoréme central limite”
@ ... et un exemple d’application : le profil de I'arbre aléatoire récursif

© Urnes a tirage multiple et approximation stochastique
@ Un exemple d'application : le réseau aléatoire récursif
@ Lapproximation stochastique
@ Une loi des grands nombres et un théoréme central limite

© Urnes de Pdlya a une infinité de couleurs

© Motivation
© Etude par approximation stochastique
@ Une autre approche

Cécile Mailler (Prob-L@B) Urnes de Pdlya 62/71



@ Urnes de Polya classiques et martingales
@ Lurne “originelle” de Polya et Eggenberger
@ Le cas “irréductible” : une loi des grands nombres...
© ... un “théoréme central limite”
@ ... et un exemple d’application : le profil de I'arbre aléatoire récursif

© Urnes a tirage multiple et approximation stochastique
@ Un exemple d'application : le réseau aléatoire récursif
@ Lapproximation stochastique
@ Une loi des grands nombres et un théoréme central limite

© Urnes de Pdlya a une infinité de couleurs

© Motivation
© Etude par approximation stochastique
@ Une autre approche

Merci!! |

Cécile Mailler (Prob-L@B) Urnes de Pdlya 62/71



Exercices

Exercices

Cécile Mailler (Prob-L@B) Urnes de Poélya



Exercices

Exercice 1 : temps d’arréts*

Pour le contexte, voir page 31.

@ On rappelle qu’une suite de variables aléatoires (M) ns0 €st une
sur-martingale si, pour tout n> 0, M, > E;M,,1.

@ On dit qu’une variable T est un temps d’arrét pour (M) nso Si
{T < n} est (My,...,M,)-mesurable pour tout n.

Soit (Mp) ns0 Une sur-martingale et T un temps d’arrét pour (Mp) nso-
Montrer que (M,.7)ns0 €St une sur-martingale.
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Exercices

Exercice 2 : martingale*

Pour le contexte, voir page 15.

Soit (Mp) ns0 Une martingale. On pose AM,,1 = M1 — M, pour tout
n>0. Montrer que si 3,1 E[(AM,)?] < +00, alors (M) ps0 est
uniformément bornée dans L2.
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Exercices

Exercice 3 : Lurne originelle (1/2)*

On consideére I'urne de composition initiale (]) et de matrice de
remplacement R =Id,. On note B, le nombre de boules de couleur 1
(blanc) et W, le nombre de boules de couleur 2 (wengé) que 'on a
piochées avant I'étape n.’

@ Montrer que (M, = (B +1)/(n+2))ps0 €st une martingale. En
déduire gu’elle converge presque slirement quand n — co. Notons
sa limite W.

© Calculer P(B, = k) pour tout entier 1 < k < n et en déduire la
distribution de la limite de W.

Montrer que, pour tout 0 € [0, 1],

est aussi une martingale.

1. lly adonc B, + 1 boules blanches dans 'urne au temps n.
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Exercice 3 : Lurne originelle (2/2)***

Questions supplémentaires pour les experts : [Williams '91]

© Soit W une variable aléatoire tirée uniformément au hasard dans
[0, 1]. Conditionnellement a W, on définit une suite (X,)q»1 de v.a.
i.i.d. a valeurs dans {0,1} telles que P(X, = 1|W) = W. On note
An =37, X;. Montrer que A, = B, en loi pour tout n > 1.

@ Montrer que N,(#) est la densité de W étant donnés B;, ..., B,.?

2. Il faudra utiliser que pour toute martingale bornée uniformément dans L' dont on
note la limite p.s. Moo, EnMoo = My (V1).
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Exercices

Exercice 4 : Arbre a attachement préférentiel

Larbre a attachement préférentiel est défini comme suit : AAP, est
réduit & sa racine. A 'étape n + 1, on ajoute le noceud numéro n + 1
(vn+1) @ l'arbre, on le relie a un noeud v¢(,.4) choisi au hasard comme
suit parmi les n premiers noeuds :

_ deg,(7)

P(e(n+1) =) = <522,

ou deg,(/) et le degré de v; dans AAP,,.

@ Pourquoi a-t-on, pour tout n, 3.7, deg,, (i) =2n?

© Notons Xj(n) le nombre de nceuds de degré i dans AAP,,. Utiliser
une urne de Pdlya (a une infinité de couleurs ?) pour montrer que
Xi(n)/n - m pour tout i > 1, X;(n)/n - 2/a.

Notez que limp_ o X"g”) = T ™ ri~3. Un graphe vérifiant cette

propriété est dit “scale-free”. C’est une propriété typique des grands
réseaux (type internet, réseaux sociaux, etc).
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Exercices

Ex. 5 : Urnes de Pdlya et quasi-stationarité**** (1/2)

[Aldous, Flannery & Palacios '88]
Soit R = (R;)1<ij<a Une matrice a coefficients positifs. On note
M = maxi<jcqg Zf’:1 Ri ;. Soit (Xn)nso la chaine de Markov sur
{0,1,...,d} absorbée en 0 et telle que

. . Rij/M sij0
P(Xpor = X = 1) = { M o
1- Zj:1 R,'J/M Sl)= 0.
Théoreme [Darroch et Seneta ’65] :

Il existe une distribution de probabilité a = (aq,...,aq) tel que ¥ a; =1
et limpeo P(Xn = 1| Xn # 0) = ;. Aussi, « est un vecteur propre a
gauche de R pour sa plus grande valeur propre.
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Exercices

Ex. 5 : Urnes de Podlya et quasi-stationarité**** (2/2)

On définit (Vj)ns1 le processus de Markov définit comme suit : V4 = 1
et, conditionnellementa V;,..., V,,

d 10
Pn(Vaet =J) = Ry, j/M + (1 - Rvn,e/M) - Yy
i1 i

Informellement V,, évolue comme la chaine de Markov X, sauf quand
elle est absorbée a 0; quand cela arrive, elle sélectionne un temps
uniforme dans son passé et recommence la ou elle était a cet instant
aléatoire.

Montrer que 1 7, ey, - a p.s.
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Exercice 6 : Cas irréductible, condition pour le TCL**

On considére une urne a deux couleurs de matrice de remplacement
R irréductible. On suppose que I'urne est équilibrée et on note S sa
“palance”. On note m la seconde valeur propre de R et 7o la projection
sur la deuxiéme direction propre.

Rappel : Nous avons montré dans le cours (cf. page 4) que
n-1 m )—1
M, = 1+—— | mU(n)
-1l ( [UQ)]++iS
est une martingale.
Question : Montrer qu'’il existe ¢ > 0 telle que
En[(Mps1 — Mn)2] ~ cn™2"s.

(Voir page 17 pour le contexte !)

Cécile Mailler (Prob-L@B) Urnes de Pdlya 71/71



	Introduction
	Urne de Pólya

	Urnes de Pólya classiques et martingales
	Martingales
	L'urne originelle de Pólya et Eggenberger
	Le cas irréductible: LGN et TCL
	Le cas irréductible: preuve de la LGN
	Le cas irréductible: un ``théorème central limite''
	Un exemple d'application : le profil de l'arbre aléatoire récursif
	Urnes irréductibles : un bilan

	Urnes à tirage multiple
	Définition
	Approximation stochastique
	Loi des grands nombres
	Loi des grands nombres - preuve
	Loi des grands nombres
	Théorème central limite
	Exemples
	Conclusion

	Urnes à une infinité de couleurs
	Motivation
	Définition
	Convergence presque sûre par approximation stochastique
	Chaînes de Markov branchantes

	Idées de la preuve
	Couplage avec une chaîne de Markov branchante
	Conclusion

	Fin
	Exercices

