Le pseudo-aléa: objets et génération.
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1 Introduction

1.1 Le pseudo-aléa et ’'informatique

L’aléa est une ressource de calcul trés importante. Il permet d’accelérer le calcul de certains
algorithmes, comme le test de primalité des entiers, et il permet aussi de résoudre certains problemes
pour lesquels nous ne connaissons pas d’algorithme efficace et déterministe, comme pour le test
d’identité des polynomes.

En général, on considere que ’aléa est une ressource chere. Les philosophes se doutent depuis
toujours de I'existence de I'aléa; en tant qu’informaticien, on suppose que 1’aléa existe, mais on veut
I’économiser autant que possible. On veut aussi se munir d’outils pour utiliser de I'aléa défectueux,
car méme si ’aléa existe il peut étre non-uniforme.

Nous verrons plusieurs méthodes pour économiser ’aléa. Nous verrons que grace aux graphes ez-
pandeurs, on peut réduire ’erreur dans les algorithmes probabilistes sans aucun aléa supplémentaire.
Nous verrons que les extracteurs d’aléa permettent de transformer une source d’aléa quelconque
avec suffisament d’entropie en source d’aléa uniforme.

La possibilité d’économiser ’aléa nous mene a demander si 1’aléa est nécéssaire dans ces al-
gorithmes. Autrement dit, est-ce qu’il est possible de montrer que tout probléeme résolvable avec
un algorithme probabiliste et efficace peut étre résolu par un algorithme déterministe et efficace?
Aujourd’hui, on sait que sous certaines conjectures la réponse est affirmative: sous ces conjectures,
on peut construire des générateurs pseudo-aléatoires qui permettent de rendre déterministe (i.e.
dérandomiser) tout algorithme probabiliste et efficace [NW94].

1.2 Le pseudo-aléa et les mathématiques

L’étude de l'aléa et de la probabilité dans les mathématiques remonte jusqu’au 17e siecle, mais
I'idée du pseudo-aléa est assez récente. Le pseudo-aléa s’applique le plus souvent dans le cas ou
I’aléa est utilisé pour montrer I'existence de certains objets. Cette méthode, souvent appelée la
méthode probabiliste, a été mise en valeur surtout par Erdés. En gros, la méthode probabiliste
est le suivant: pour montrer qu’un objet avec une certaine propriété existe, nous définissons une



distribution de probabilité sur un univers adéquat et nous montrons qu’un objet tiré au hasard de
cette distribution vérifie la propriété avec probabilité non-nulle.

De telles preuves d’existence ne donnent aucune indication comment construire de tels objets
efficacement. Comme on a souvent besoin de constructions calculables en temps polynomial, il est
donc nécessaire de refaire ces preuves pour qu’elles soient efficaces. Nous verrons ’exemple des
codes correcteurs d’erreurs.

Finalement, nous regardons une autre application de l'idée du pseudo-aléa: le principe de
transfert. Le principe de transfert dit en gros que si un ensemble est pseudo-aléatoire, alors ses
sous-ensembles sont aussi pseudo-aléatoires. Il s’avere que ce principe s’applique aux nombres
premiers, et il est I'un des ingrédients principaux de la démonstration du théoreme de Green-
Tao [GT08], qui dit que les nombres premiers contiennent des suites arithmétiques arbitrairement
longues.
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