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Intuition

Dans un gros espace

tout événement raisonnable

a une probabilité proche de zéro ou un.
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Dansun grosespace ..

Ve € {0,1}"
Mn,p(fli) _ pr(i)(l _ p)n—Zx(i)

e Graphes aléatoires
e Configurations cycliques aléatoires
o Images aléatoires

k-satisfiabilité
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Sortir de{0,1}"?

e Equiprobabilité
e Structures combinatoires
Espaces produits

Faible dépendance
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... tout éevénementraisonnable. ..

e Asymptotique : Kolmogorov, Hewitt-Savage
e Logique : Glebskii-Fagin
Monotonie : Friedgut-Kalai
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. aune probabilité prochedeOoul

Inégalités de concentration

e Classiques : Chernov, Hoeffding, McDiarmid
e Elargissements : Talagrand
Log-Sobolev : Ledoux, Boucheron et al.
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Leslois du zéro-un

Concentration de la mesure
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Leslois du zéro-un

Concentration de la mesure

Logique du premier ordre ... Largeurs de seull
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Elargissements

e Elargissement
ACE—A={zeck, Jye A dx,y) <t}

e Fonction de concentration

a(t) = inf {a >0tqg. P(A) > -=1—-P(4) < a}

1
2
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Fonctionsde concentration

e Sphere, loi uniforme

e [RR”, gaussienne standard

2
e 2

1
a(t) < 5

e Espace produit, distance de Hamming

+2

a(t) <2e n

ALEA’03 B.Y.

Introduction aux lois du 0-1 — p.9/18



Lol desgrands nombres

Ve € {0,1}"

Y a(i)(] — pyrSal)

/Ln,p(x) — P P

e X;q,...,X,va.llid, Bernoulli B(1, p)
e S, = X1+ -+ X, binomiale B(n, p)
o Loi des grands nombres :

. Onp
lim — =p
n—oo N
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Combinaisonsboolénnes

AI:{xE{O,l}, z(l) -0+ 2(n) e]}

n
. |0 si pegl
Jzaloﬂn,p(fm—{l si pel
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Combinaisonsboolénnes

AI:{xeﬂyu,ﬂD+””+xm)ei}

n
. |0 si pegl
Jgawp<Af>—{1 si pel

Soit A un ensemble de propriétés, A sa fermeture
booléenne.

e AC A
e AcA=— -Ac A
ABeA=— AANBc A

Si A vérifie la loi du 0-1, alors A aussi.
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Proprietessymetrigues

A c {0,1}" invariante par I'action transitive de G C S,

o G =G, : totalement symetrique

e Graphes aléeatoires : permutation des sommets

e Configurations cycliques aléatoires : G = Z/nZ
Images aleatoires : G = Z/nZ x Z/nZ

k-satisfiabilité : permutation des variables x négation
des clauses
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Propriétescroissantes

A croissante = ., ,(A) fonction croissante de p

P np(A) = a—py

Pour 100 tirages de pile ou face
10 P[S>50]
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Inégalitéesexponentielles

finp(Sn —np > cyv/n) < e~ 2¢°
pnp(Sn —np < —cy/n) < e ¢

tinp(|Sn — np| > cv/n) < 2e~2¢"

2
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Inégalitéesexponentielles

finp(Sn —np > cyv/n) < e~ 2¢°
pnp(Sn —np < —cy/n) < e ¢

tinp(|Sn — np| > cv/n) < 2e~2¢"

2

Si A est croissante et totalement symétrique alors

v/ 21og(1/¢)

p1—€_p€§ \/ﬁ
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Théoremede Friedgut—Kalai

Si A est croissante et symétrique alors

[ Y

=&

log
log

m ‘

P1—e — D¢ <7.03

S
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Forte dérivée

Si pour tout p € [0,1] :

ditn (A
0 ) > 0 1 (AL~ 1(A)
14
Alors,
2 1 —¢
P1—e — Pe S E log c
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Influence descoordonnées

I4(k) : influence de la k-ieme coordonnée sur A

Mesure en dimension n — 1 des configurations pour
lesquelles la coordonnée k est “sensible” pour A

Ia(k) = pn—1p({u € {0,137,

(ul,... ,uk_l,(),uk,... ,un_l) gé A
(Upyeoe s Up_1, L, Upy e e Uy 1) EA

d:un,p Z IA
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Inegalité isopérimetrique

1=1

1 9 7.028377
. og(n) 2
a

~ V2log(12) log(n)
e > I4(k): mesure de surface
o up(A)(1— p,(A)) : mesure de volume
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