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Modeles de mécanique statistique définis sur des graphes

Définition du modele de dimeres

e Comportement macroscopique

Résultats fondateurs dans le cas fini
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MODELES DE MECANIQUE STATISTIQUE SUR GRAPHES

Comprendre le comportement macroscopique d'un systéme physique
dont les interactions sont décrites au niveau microscopique

Le cadre général pour les modeles définis sur les graphes est :

> La structure du systeme physique est représentée par
un graphe G = (V, E), fini.



MODELES DE MECANIQUE STATISTIQUE SUR GRAPHES

> Ensemble de configurations sur le graphe G : C(G),
o configurations de sommets
o configurations d’arétes
o configurations de sommets/arétes

> Parametres :

o intensité des interactions entre les composants microscopiques
o température extérieure.

= Fonction de poids w = (Wg)ecg sur les arétes.
X
e=xy

o,
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MODELES DE MECANIQUE STATISTIQUE SUR GRAPHES

> A une configuration C, on associe une énergie €,,(C).

> Mesure de Boltzmann sur les configurations :

—-Ew(C)

VCeC@G). P(QC)= m

ot Z(G,w)= Y e O estla fonction de partition.
CeC(G)

Comprendre le comportement des configurations
lorsque le graphe est grand ou lorsque la maille est petite.




LE MODELE DE DIMERES

Répartition de molécules di-atomiques a la surface d'un cristal

Ralph H. Fowler (1889-1944) George S. Rushbrooke (1915-1995)

» Graphe G = (V,E).

> Une configuration de dimeres ou couplage parfait : sous-ens.
d’arétes M t.q. chaque sommet touche exactement une aréte de M.

= C(G) = M(G) = ens. des configurations de dimeres.



LE MODELE DE DIMERES

> Une configuration de dimeres.

N NN NN NN NN
\I//// NN NNNN
I/ \\\\I//////
7 I//// NN NNNDN
7z 7 I////// NN\
Y NN NN\
\I//////////



LE MODELE DE DIMERES

» Une configuration de dimeres.

/@\\\\\\\\\
\I 7 NNNNNN
I/ \\\\I//////
7 I//// NN NN NN
7z 7 I////// NN\
Y NN A NN
\I//////////



LE MODELE DE DIMERES

> Une configuration de dimeres.

Z NN
I/ NN
7 I//
\I/ ~N
7z 7 I/
NN
\I NN
\I//

N/ N/ N/ N/ N/
N/ N/ N/ N/ N/

NN NN

NN NNNN
I//////
NN NNNDN
I//////
NN\
\\\I///
Z U NNNN
\\I////
R



]LE MODELE DE DIMERES

> Une configuration de dimeres.

N NN NN NN NN
\I//// NN NNNN
I/ \\\\I//////
7 I//// NN NNNDN
7z 7 I////// NN\
Y NN NN\
\I//////////

»> Fonction de poids positive : v = (Ve)ecE.

> Energie d'une configuration M : €,(M) = — > ocm log ve.
» Mesure de Boltzmann des dimeres :

[T ve

eeM

YMe M(G), Pgim(M) = Zem(G)

> Arétes avec poids plus €levé ont plus de chances d’étre présentes.



LLE MODELE D’ISING

Modele de ferro-magnétisme, de mélange de deux matériaux

Wilhelm Lenz (1888-1957) Ernst Ising (1900-1998)
» Graphe G = (V,E).

> Une configuration de spins o associe un spin oy € {—1,1} a
chaque sommet x du graphe G.

= C(G) = {-1,1}V = ens. des configurations de spins.



LLE MODELE D’ISING

» Une configuration de spins

PO G e S0 0O

@0 66 060 6



LLE MODELE D’ISING

> Une configuration de spins/deux interprétations

Moment magnétique :
+1/—, =1/«



LLE MODELE D’ISING

> Une configuration de spins/deux interprétations

Moment magnétique : Mélange de deux matériaux :
+1/—, -1/ +1/e, -1/e.
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LLE MODELE D’ISING

> Fonction de poids positive : constantes de couplages J = (Jg)ecE.

> Energie d'une configuration de spins : E;(0) = - 3. Jxyyoxoy.
e=xyeE

» Mesure de Boltzmann d’Ising :

( }V e~
Vo e({-11}", Puinl(0) = ——.
e ZIs'mg(G’J)

> Deux spins voisins oy, oy ont tendance a saligner.
> Plus élevé est la constante Jyy, plus forte est cette tendance.



AUTRES MODELES DE MECANIQUE STATISTIQUE SUR GRAPHES

> PercorAaTION : flux d'un liquide a travers un matériau poreux.

> ARBRES/FORETS COUVRANTS : reli€s aux réseaux électrique, marche
aléatoire.

> RanpoMm cLusTER MODEL (FK) : contient la percolation, les arbres
couvrants, représentation FK du modele d’Ising.

> MobELES VERTEX (6-8...) : le 6-vertex est un modele pour la glace.

v

MODELES DE BOUCLES O(n).
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COMPORTEMENT MACROSCOPIQUE

Fixer une boite
Faire tendre la longueur des arétes vers 0
Analyser une configuration typique.

> Modele d’Ising (illustrations de R. Cerf)

J petit J critique J grand

> SurZ?: J.= %log(l + \/i) [Kramers et Wannier]

> Transition de phase : étudiée a travers la magnétisation.



COMPORTEMENT MACROSCOPIQUE

Fixer une boite
Faire tendre la longueur des arétes vers 0
Analyser une configuration typique.

> Modele de dimeres (illustration de Tomas Berggren)

Un pavage par dominos du diamant azteque

»> On remarque trois phases sur la méme 'Lllumstrat%on

N



COMPORTEMENT MACROSCOPIQUE

Se donner un graphe infini G
Prendre une exhaustion du graphe G par des graphes finis : (Gp)n>1
Etudier la “limite” des modeles finis sur (Gp)ps1.

» Exhaustion par des graphes planaires.

b,

T
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F G




COMPORTEMENT MACROSCOPIQUE

Se donner un graphe infini G
Prendre une exhaustion du graphe G par des graphes finis : (Gp)ns>1
Etudier la “limite” des modeles finis sur (Gp)ps1.

> Si G est Z2-périodique : exhaustion par des graphes toriques.

I I
LI



COMPORTEMENT MACROSCOPIQUE

> Identification de la transition de phase.
> Compréhension des régimes sous/sur critiques.

» Compréhension du modele critique (& la transition de phase) :

> Universalité et invariance conforme.
> Conjectures : Nienhuis, Cardy, Duplantier ...

Preuves : Lawler, Schramm, Werner, D. Chelkak, S. Smirnov,
Hugo Duminil-Copin ...



MODELES EXACTEMENT SOLUBLES

> Un des outils pour étudier le comportement macroscopique est la
fonction de partition :

Z(G,w) = Z e_EW(C),
CeC(G)

la constante normalisatrice dans la mesure de Boltzmann.

oEw(©)
VCeC@G), PC)=———r0.

Z(G,w)
> le modele est fortement exactement soluble s’il existe une formule
exacte et explicite pour la fonction de partition
> Trois modeles fortement exactement solubles :
> Ising-2d : Onsager (1944) - Fisher (1966).
> Dimeres-2d : Kasteleyn, Temperley-Fisher (1961).
> Arbres couvrants : Kirchhoff (1848).



FONCTION DE PARTITION DU MODELE DE DIMERES

» G =(WUB,E) : graphe fini, planaire, biparti.
> M(G) : ens. des config. de dimeres/couplages parfaits de G.

NN NNNN
!‘\ /’/’/’/’!‘\‘\
/’!‘\‘\‘\‘\ ~ 7~
NN NN
NN /’!‘\‘\‘\‘\
N
> Mesure de Boltzmann des dimeres :

[T ve

eeM

YMe M(G), Pgim(M) = m,

ol Zgim(G,v) = Xmem@) [] ve est la fonction de partition.
eeM



FONCTION DE PARTITION

> Supposons que [B| = |W|=n, W= {w,...,w,}, B={by,...,b,}.

> Supposons que les arétes de G sont munies d’'une orientation de
Kasteleyn : les faces intérieures sont “clockwise odd”.

> Matrice de Kasteleyn K : matrice d’adjacence orientée et pondérée

Ywib; st w; ~ bj et w; — bj
Kwi’bj =1 "Vwib; st W; ~ bj et W; « bj
0 sinon.
b b b
EXAMME: by Wy o
S w | A 0 2
K-
- 0
W,‘ Q by v b ?

W3 0 L' ‘5



FONCTION DE PARTITION

THEOREME (KASTELEYN, TEMPERLEY-FISHER '61)
Supposons que le graphe G est muni d'une orientation de Kasteleyn.
Alors,
Zaim(G,v) = | det K.
Idée de preuve.
o detK =} es, sg(0) Ky by - - - Kwp b -

e Termes non-nuls du développement de detK «— config. dimeres

EXAMIE; bW b W
% L"z by WL by
‘o,_ W \01, W,
2 w(a L 5)={d C= (4 1 3\: (5o 1)
b\ L 3 31 4
B A, W Koy Kt A Varyioy K os Wiz



FONCTION DE PARTITION

e Un terme typique dans le développement de detK est

$gn(0) Kwy by -+ - Kby = £ SEN(O)Vwiby - -+ VWb -

e =+ provient de l'orientation.
e Si lorientation est Kasteleyn, + et sgn(o) s’annulent.

NN\ NINY

N/N\N/N\NIN\NIN\NY

NN/ N/N\NIN\NY

N/ NI\ NN
N/ININININY
N/ \N/\N/ NN/
N/ N/ N/ N/ NV
N/ N/ N/ \N/N\Y

Superposer 2 config. de dimeres, montrer qu'elles ont méme signe
dans detK.



FONCTION DE PARTITION
e Un terme typique dans le développement de detK est
sgn(o) le,bg(l) ... meba(n) = £8Z0(T) Vb, - - + YWaborn -

e + provient de l'orientation.
e Si lorientation est Kasteleyn, + et sgn(o) s’annulent.

—
—
—

~ NN NN NN ~
7 I// I/ \I\\|/
\I\\I\I/Il//
7 I// I/ \I\\\I
\I/ \I\I/ I///
//I/ I// I/ \\I
\\I/II\\I\I//
/I\\II/IIII\\\I
N NN NN e
e I// I//I// \I

Superposer 2 config. de dimeres, montrer qu'elles ont méme signe
dans detK.



FONCTION DE PARTITION

e Un terme typique dans le développement de detK est

sgn(o) le,bm) o Kw,,

+ provient de l'orientation.
e Si l'orientation est Kasteleyn, +

~
~
Il

>
\
' &
~I

A\ W4

A\ WA WA AW AW
\ W4
A}

Superposer 2 config. de dimeres, montrer qu’elles ont méme signe

ba’(n)

\I\I\I\

= £5gn0(0) Vb, - - -

an bo’(n) °

et sgn(o) s’annulent.

l
I

O O
v

\I\I

-l-\
O
0000

L
)

\WAWAN

dans detK.



FONCTION DE PARTITION

e Un terme typique dans le développement de detK est

sgn(o) le,bm) o Kw,,

+ provient de l'orientation.
e Si l'orientation est Kasteleyn, +

~
A d
~
I¢

>
\
&
~I

A\ W4

\YAXAXAXAY
\ 4
A}

Superposer 2 config. de dimeres, montrer qu’elles ont méme signe

ba’(n)

\I\l\l\

= £5gn0(0) Vb, - - -

an bo’(n) °

et sgn(o) s’annulent.

l
I

O O
Y

\I\I

-l-\
O
0000

)
A}

\XAXAY

dans detK.



FONCTION DE PARTITION

THEOREME (KASTELEYN, TEMPERLEY-FISHER '61)

Supposons que le graphe G est muni d'une orientation de Kasteleyn.
Alors,
Zaim(G, v) = | detK].

EYAMME. by W Wby by

et K= - ate— bdi—
= - Zanl ) .

» Construction d’une telle orientation A




MESURE DE BOLTZMANN

THEOREME (KENYON'Q7)
Soit {1 = wiby, ..., er = Wby} un ss-ens. d’arétes de G. La probabilité
des config. de dimeres contenant ce ss-ens. darétes est égale a :

k
Pan(er, &0 = ([ | Kus) ol
dim(€1 €x) | w;b; ISS<I< bw/

PREUVE (IDEE).
Z4im(G, V[(MeM(G): (er....ex)eM)
Zaim(G, v)
_ I K det( K00 |
| det K|

|(nj 1 Ku ;) det(K™Y, 1

,,,,,

Pygim(e1,...,€x) =

Wk} )| (identité de Jacobi). O



MODELE DE DIMERES SUR GRAPHES BIPARTIS ZZ—P]:]RIODIQUES

» Fonction de poids périodiques v sur G, biparti, Z2-périodique.

» Exhaustion de G par des graphes toriques : (G,) = (G/nZ?).

Domaine fondamental G,

> Pour tout n € N*, modele de dimeres sur G, :

[Teem ve

YMEMG),  FinM) = 7= 5

dim



POLYNOME CARACTERISTIQUE

» Domaine fondamental : Gy

> Soit K; la matrice de Kasteleyn du domaine fondamental Gj.

1 1

> Multiplier le poids des arétes par z,z—,w,w ' — Ki(z,w).

» Le polynome caractéristique est :

P(z,w) = detK;(z, w).

Exemple : P(Z,W)=5—Z—%—W—%.



PRENDRE LA “LIMITE’ : ENERGIE LIBRE

> Energie libre du modele.

f=-1lim — log Zgim(Gp, v)

n—oo

THEOREME (Conn-KenYoN-Propp'ol, K.-OKOUNKOV-SHEFFIELD'06)
L’énergie libre du modele de dimeres est explicitement donnée par

d
f log |P(z, w)|—Z dw,
w

ol T2 = {(z,w) e C? : |z = |w| = 1}.

1= e

Exemple : f = (2ﬂ)2£[,10g|5 z-z1- W—W‘ll%%‘“.



PRENDRE LA “LIMITE” : MESURE DE GIBBS

> Mesure de Gibbs est une mesure de probabilité sur M(G)
satisfaisant aux conditions de Dobrushin-Lanford-Ruelle (DLR) :

o si on fixe un couplage parfait dans une région annulaire, les
couplages parfaits a lintérieur et extérieur sont indépendants,

o la probabilité d'un coupage parfait intérieur M est oc & []oepm Ve-




MEegsuRE DE GIBBS

THEOREME (Conn-KENnYoN-Proppol, K.-OKOUNKOV-SHEFFIELD'06)

La limite faible des mesures de Boltzmann P}, défini une mesure de
Gibbs ergodique Py, sur M(G), t.q. la probabilité des config. de dimeres
contenant le ss-ens. d’arétes {€1 = wiby, ..., e = Wby} est égal a :

<ij<k

k
Pam(@r..- 00 = |([ | Kus) det (1,0
j=1

F/\ﬁ;eux)
™

\

o _ 1 fCOf(Kl(Z,W))f)’WZ_y o 2 aw
DWW T (9r)2 P(z,w) zZw -

L



ENSEMBLE DES MESURES DE GIBBS ERGODIQUES [KOS'06]

» Coordonnées “champ magnétique”
B,

y

* (B, By)

B,)

~» Fonction de poids VvBeBy) matrice de Kasteleyn K(Bx
> Remarques :

o localement, la mesure de Boltzmann est la méme
o a comprendre comme un changement de conditions au bord.



ENSEMBLE DES MESURES DE (GIBBS ERGODIQUES [KOS 06]

THEOREME (KENYON-OKOUNKOV-SHEFFIELD '06)

- Le modele de dimeres sur un graphe planaire, Z*-périodique,

biparti a un ensemble a deux parametres de mesures de Gibbs

. (By.By) . . (o

ergodiques Py, indexées par les coordonnées “champ

magnétique’”.
- Elles sont explicitement obtenues comme limite faible des mesures
1,(Bx,By)
de Boltzmann Pdlm
By)
J

avec “champ magnétique” (By, By).

- La mesure Pdlm est explicitement donnée par :

(Bx,By) | (By By) (Bo.By)\—
Pam (@1, €0) = ]_[K b ) det [P )
o FP ) 2, wy
(KBxBo)y-1 _ 1 o b -y 92 AW
DA (22 PBB)(z, w) z w’



DiaGRAMME DE PHASES [KOS '06]

Les phases du modele sont caractérisées par
> la décroissance des corrélations :
polynomiale (liquide), exponentielle (gaz), zéro (solide)

» j.e., taux de décroissance de

(Bx,By) ¢
(KB 1 f cof®, @ W, cdzdw
T2

N —
)b,w+(x,Y) (27t)2 P(BX,By)(Z’ w) z W

> j.e., position des zéros de P(BX’B«V)(Z, w) sur T2,



DiaGRAMME DE PHASES [KOS '06]

P(BX’BJ’)(Z, w) = P(eB"z, eByw)

1 0
(Bx.By) -1 1
Ki 7(z,w) = _eBey ]

0 e Byl

1 0

-1 1

By, .B _

Ki(e™z,e™’w) = _eBry 1



DiaGRAMME DE PHASES [KOS '06]

> La courbe spectrale :
€ ={(z,w) € (C")?: P(z,w) = 0)}.

> Amoebe : image de C par l'application (z, w) — (log|z|, log |w|).

Amoebe du graphe carré-octogone



DiaGRAMME DE PHASES [KOS '06]

» La courbe spectrale :
C ={(z,w) € (CH*: P(z,w)=0)}.

> Amoebe : image de C par lapplication (z, w) — (log|z|, log |w|).

frozen

frozen

PBB) (7 w) = P(ePrz, eBrw)



DiaGRAMME DE PHASES [KOS '06]

o Bt bwle W, Ply.wi=0
& Rlzwl=4 pud PlwW)=0
l (\p%\i\\ loglui)

(o,0) ond M3 ul=0-

pwwg\

o rweT™ (3,w)=0

—_J)
B <Pduk @) k1= o™ Vo'lo e
J/ owe P12 wy=o.

v

(loglal, \eglwt)
(i, ) ot Pl V=0

PBB) (7 w) = P(ePrz, eBrw)



RELATION ENTRE LES MODELES : ISING - DIMERES [FISHER 66]
> Modele d’Ising sur G.

® ® ® ® ® ® r ® ]
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RELATION ENTRE LES MODELES : ISING - DIMERES [FISHER 66]

> Développement basse température [Kramers-Wannier].

S S0 o o guee on oy
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RELATION ENTRE LES MODELES : ISING - DIMERES [FISHER 66|

> Développement basse température [Kramers-Wannier].




RELATION ENTRE LES MODELES : ISING - DIMERES [FISHER 66]

> Contours polygonaux sur G*.




RELATION ENTRE LES MODELES : ISING - DIMERES [FISHER 66]

» Correspondance de Fisher : garder les arétes des contours
polygonaux.




RELATION ENTRE LES MODELES : ISING - DIMERES [FISHER 66]

» Remplir les décorations : 2Vl possibilités.

-
...
N\ N\
‘7
N\ N\

a
r 1 7
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D e | [ e
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LE MODELE DE DIMERES SUR LES GRAPHES MINIMAUX :
LE CAS ELLIPTIQUE ET AU-DELA

Béatrice de Tiliere
Université Paris-Dauphine

travaux en collaboration avec

Cédric Boutillier (Sorbonne U.) & David Cimasoni (U. Gengve)

Journées ALEA, CIRM, 13-17 mars 2023
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Graphes isoradiaux et minimaux

Modele de dimeres et courbes de Harnack

Mod¢le de dimeres avec poids de Fock

Conclusions
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GRAPHE DES QUADS, TRAIN-TRACKS

» Graphe G planaire, infini, plongé; graphe dual G* plongé.

> Graphe des quads G° associé, train-tracks.
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> Graphe des quads G° associé, train-tracks.
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> Graphe des quads G° associé, train-tracks.
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> Graphe des quads G° associé, train-tracks.




GRAPHE DES QUADS, TRAIN-TRACKS

» Graphe G planaire, infini, plongé; graphe dual G* plongé.

> Graphe des quads G° associé, train-tracks.




GRAPHE DES QUADS, TRAIN-TRACKS

» Graphe G planaire, infini, plongé; graphe dual G* plongé.

> Graphe des quads G° associé, train-tracks.




GRAPHES ISORADIAUX

> Un plongement isoradial d'un graphe G infini, planaire est un
plongement tel que chaque face est inscrite dans un cercle de
rayon 1, et tel que les centre des cercles sont a l'intérieur des
faces [Duffin] [Mercat] [Kenyon].

> Equivalent a : le graphe des quads G° est plongé de sorte que
toutes ses faces soient des losanges.

THEOREME (KENYON-SCHLENCKER'04)

Un graphe infini planaire G admet un plongement isoradial ssi

BN







PLONGEMENTS ISORADIAUX







GRAPHES MINIMAUX

> Si le graphe G est biparti, les train-tracks sont naturellement
orientés (sommets blancs a gauche, noirs a droite) ~» T




GRAPHES MINIMAUX

> Si le graphe G est biparti, les train-tracks sont naturellement
orientés (sommets blancs a gauche, noirs a droite) ~» T

> Un graphe G planaire, biparti est minimal si

==

[Thurston’04] [Gulotta’08] [Ishii-Ueda’ll] [Goncharov-Kenyon'13]




IMMERSIONS DES GRAPHES MINIMAUX

> Une immersion minimale d'un graphe G infini, planaire, biparti
est une immersion de son graphe des quads G° telle que :

- toutes les faces soient des losanges (plats ou renversés)
.

*
\’ ‘,
|
: O
2 K
¢ %
- Uimmersion est plate : la somme des angles des losanges autour de
chaque sommet et chaque face est égale a 2.

THEOREME (BouTiLLIER-C1MASONI-DT 22)
» Un graphe G infini, planaire, biparti admet une immersion
minimale ssi il est minimal.

> L’espace des immersions minimales de G est un sous-ens. explicite
des applications {(@) : T — R/aZ} (préserve lordre cyclique).






RAPPEL DU CONTEXTE

> Supposons que le graphe G est biparti, infini, Z2-périodique.

» Exhaustion de G par des graphes toriques : (G,) = (G/nZ?).



RAPPEL DU CONTEXTE

» Domaine fondamental : G;

> Soit K; la matrice de Kasteleyn du domaine fondamental Gj.

1

> Multiplions les poids des arétes par z,z~L, w,w™! = Ki(z, w).

> Le polyndme caractéristique est :

P(z,w) = detK;(z, w).

Exemple : fonction de poids v =1, P(z,w)=5—-2z— % -W- %



MODELE DE DIMERES : COURBE SPECTRALE

> La courbe spectrale :
€ ={(z,w) € (C")?: P(z,w) = 0)}.

> Amoebe A : image de C par lapplication (z,w) — (log|z|, log|w|).

Amoebe du réseau carré-octogone



CourBES DE HARNACK
e Le lieu réel de la courbe spectrale € est :
{(z,w) € C: (Z,W) = (z,w)} = {(x,y) e R? : P(x,y) = 0).

e Une courbe est maximale si le nombre de composantes connexes
de son lieu réel est le genre de la courbe +1.

e Une courbe de Harnack est une courbe maximale t.q. les
tentacules croisent les axes dans le “bon ordre”.

De maniere équiv. [Mikhlakin-Rullgard ‘01] : courbe t.g.
application € — A est 2 —1 sur son intérieur.



MODELE DE DIMERES ET COURBES DE HARNACK

THEOREMES

» Courbes spectrales des modeéles de dimeres bipartis

[Ke.-Ok.-Sh.06] [Ke.-Ok.06] )
— courbes de Harnack avec points sur ovales.

» Courbes spectrales des modeles de dimeres bipartis isoradiaux
X . [Kenyon-Okounkov'06]
avec poids critiques [Kenyon '02] — courbes de

Harnack de genre 0.

Application («—) explicite.

> Courbes spectrales des modeles de dimeres bipartis minimaux

[Goncharov-Kenyon '13] X
— courbes de Harnack avec points sur ovales.

Application (—) explicite.

» [Fock’'l15] Application («—) explicite pour toutes les courbes
algébriques. (pas de positivité en général).



MESURE DE GIBBS POUR LES MODELES DE DIMERES BIPARTIS
THEOREMES (KENYON-OKOUNKOV-SHEFFIELD'0O6)

- Le modele de dimeres sur un graphe planaire, Z*-périodique,
biparti a un ensemble a deux parametres de mesures de Gibbs
ergodiques.

- Elles sont explicitement obtenues comme limite faible des mesures
de Boltzmann avec “champ magnétique” (By, B)).

- Le diagramme de phase est donné par 'amoebe de la courbe
spectrale C.

lig
frozen / frozen _p
\

frozen




BUT DE NOTRE TRAVAIL

» Trouver l'application («—) pour les courbes de Harnack de genre
général.

> [Kenyon'02] prouve une formule “locale” pour la mesure de
Gibbs d’entropie maximale dans le cas du modele de dimeres
critique sur les graphes isoradiaux.

~» Extension a la famille a deux parametres de mesures de Gibbs
dans le cas de genre général.

> Extension au cas des graphes non-périodiques.



BUT DE NOTRE TRAVAIL

Modéle de dimeres

l de Gibb
avec poids de Fock es mesures de Gibbs

Formules locales pour
(genre 0 [Kenyon’02])

Dans un certain sens,
le modele de dimeres avec poids de Fock contient
tous les modeles de dimeres sur les graphes bipartis pérodiques,
et s’étend aux graphes non-périodiques.




LLA VERSION DIMERES DES POIDS DE Fock

> Outil 1. Données géométriques et fonction theta.
o Genre 1.
- Parametre g = €7, 7 € iR", A(q) = nZ + n1Z
- T(@=C/A:=ZX
- (Premiere) fonction theta de Jacobi sur C

o0

0(z) = 2q7 Z(—l)”q"(”“) sin(2n + 1)z.

n=0
- Blocs pour construire les fonctions méromorphes sur T(q).

- 0(z) ~ Zqi sin(z) lorsque g — 0.



LLA VERSION DIMERES DES POIDS DE Fock

> Outil 1. Données géométriques et fonction theta.
o Genre g > 1

- Courbe maximale X de genre g. Surface de Riemann avec o,
involution anti-holomorphe; lieu réel : g +1 cercles top.
Cy,Cy, ..., Cq, fixés par o.

- Variété jacobienne : Jac(X) = C2/(Z° + QZ?)
Q : matrice des périodes construite a partir de £ (imaginaire pure).
- Fonction theta sur C2

0(z) = ) exp(=iz(n, Qn) + 2in(z, n)),
nezs

- Abel map: ¥ — Jac(Z) ~» fonction theta sur X.
- Prime form E sur X X
Blocs pour construire les fonctions méromorphes sur X.

o Genre 1: X ~Jac(X) (plus facile !)



LLA VERSION DIMERES DES POIDS DE Fock

> Outil 2. Un autre type de donnée géométrique
- Graphe minimal G ~» graphe des quads G°.
- Angle map (@) : T - Cy préservant ordre cyclique.




LLA VERSION DIMERES DES POIDS DE Fock

> Outil 3. Abel map discret n

- Fonction 7 sur les sommets de G° : n(fy) = 0 pour face donnée fy,

puis regle locale
By nh=nw+8 «a

n(w) nb) = nw) +a + B

n() = nw) + @

» Point bien choisi t € Jac(Z) : t € (R/Z)2.



LLA VERSION DIMERES DES POIDS DE Fock

» Matrice d’adjacence de Fock

EQB-a)
Kw.p = { 0 + n()oe + n(t"))
0 sinon.

siw~b

THEOREME (BouTiLLIER-CiMASONI-DT '22)

Si les conditions suivantes sont satisfaites
- X est courbe maximale,
- angle map (@) : T - Cy préserve ordre cyclique
- parametre t € Jac(X) bien choisi,

alors, la matrice d’adjacence de Fock est une matrice de Kasteleyn pour
un modele de dimeres sur G (poids positifs).

~» Bon cadre pour faire des probabilités.



INVERSE(S) DE L'OPERATEUR DE KASTELEYN

» Fonctions dans le noyau de K :

g2 :BXxWxX — {l-formes méromorphes sur X}
(b9 W’ u) = gb,W(u)

n—1
Chemin b = xo,X1,...,X, =W dans G° : gow(u) = nng,xjﬂ(u).
j=0




INVERSE(S) DE L'OPERATEUR DE KASTELEYN

» Fonctions dans le noyau de K :

g2 :BxXWxX — {l-formes méromorphes sur X}
(b7 W’ u) = gb,W(u)

n—1
Chemin b = xg, Xy,...,%X, = w dans G°® : gpw(u) = ngxi,x_m(u).
j=0
o B Ao LA
8tw = EwpB) = 8w f W b
Ou—t—nb -
8 f(w) = iChlink; CHIN (O ¢

E(u, @)



INVERSE(S) DE L'OPERATEUR DE KASTELEYN

ProrosiTiON (Fock'15)
Pour tout sommet W de W, (gow())oep est dans le noyau de K.

Proor.
Conséquence de lidentité trisécante de Fay.

Os+u—a-p0) E(a,B) :
E(a,u)EQB,u) 6(s—a)d(s—pB)
_Os+u-B-v)  Eup) _bstu-a-y)  E@ry.a
"~ EB.wE@y,u) 0s-P(s—y)  E(@,uwE@y,u) 6(s—a)f(s—7y)




INVERSE(S) DE L'OPERATEUR DE KASTELEYN

THEOREME (BouTiLLIER-CIMASONI-DT "22)

Pour tout ugy € partie sup. de X, 'expression locale
suivante est un inverse de l'opérateur de Kasteleyn K

1
w AR = —
Vb’ b,w 2L7T Lg?’v gb,W(u’)

x U0

ol gpw(u) = H]’.‘:_()l &x:.x;.1 (W) pour b = Xo,Xg,...,X, =W un chemin ds G°




INVERSE(S) DE L'OPERATEUR DE KASTELEYN

THEOREME (BouTiLLIER-CIMASONI-DT "22)

Pour tout ugy € partie sup. de X, 'expression locale cu
W
suivante est un inverse de l'opérateur de Kasteleyn K

1
w AR = —
Vb’ b,w 2L7T Lg%’ gb,W(u’)

ol gpw(u) = H;‘:_(} &x:.x;.1 (W) pour b = Xo,Xg,...,X, =W un chemin ds G°




INVERSE(S) DE L'OPERATEUR DE KASTELEYN

THEOREME (BouTiLLIER-CIMASONI-DT "22)

Pour tout ugy € partie sup. de X, 'expression locale c o
suivante est un inverse de l'opérateur de Kasteleyn K /X

ow AL, = f Zow(W) °
b,w 2ir Cg?/v ’

ol gpw(u) = H]’.‘:_()l &x:.x;.1 (W) pour b = Xo,Xg,...,X, =W un chemin ds G°




INVERSE(S) DE L'OPERATEUR DE KASTELEYN

THEOREME (BouTiLLIER-CIMASONI-DT "22)

w3

Pour tout ugy € partie sup. de X, 'expression locale s

suivante est un inverse de l'opérateur de Kasteleyn K m
o)

1
w AR = —
Vb’ b,w 2L7T Lg?’v gb,W(u’)

ol gpw(u) = H]’.‘:_()l &x:.x;.1 (W) pour b = Xo,Xg,...,X, =W un chemin ds G°




IDEE DE LA PREUVE [KENYON]

> Montrer l'identité KA* = Id.
> Utiliser que g est dans le noyau de K.

> Montrer que les contours d’intégration sont tels que L'on a des 1
sur la diagonale.



MESURES DE GIBBS ET DIAGRAMME DE PHASE

> Supposons que le graphe minimal G satisfait :
(*) tout sous-graphe connexe de Gy C G est contenu dans un

graphe minimal périodique.

THEOREME (BouTILLIER-CIMASONI-DT '22)

Pour tout ug dans la partie sup. de X, il existe une mesure de Gibbs P“
sur M(G) t.q. pour tout ss-ens. darétes {€1 = wiby, - - , e, = wiby} de G,

k
P00 =|([ [ Kun) det (42, )|
i=1

De plus, nous avons le diagramme de phase
> up € Cj,1<j<g,& gazeux (décr. expo.)

> ug € Cy © solide (pas de décr.)

> ug ¢ CoU---UC, & liquide (décr. polyn.)



REMARQUES

> Cas périodique : 2 expressions pour la famille a 2 param. de
mesures de Gibbs

k 1(Bx:By) - N
o PPeB(ey,... ) = |(Hi:1 Kwib; )detlsiJsk[(K(BX’By))bi{Wj]|, ol

(K(Bx’By

B..B,
1 fcoﬂKi '‘@W)l, . dzdw
z7w*
TZ

-1 - Y
)b,w+(x,y) (27.[)2 P(BXsBy)(Z, w) Z W *

o P(er,..., &0 = |(IT5; Kus,) detisijze(A,, )|, o

1
up ._
Ab,w = % j;m, gbyw(u).

» Cas non-périodique : meilleure compréhension du diagramme de
phase possible (partie supérieure de la courbe maximale X).



PARAMETRISATION EXPLICITE DE LA COURBE SPECTRALE

> Supposons que G est Z2-périodique. On définit Uapplication v,

Y X - C?
u - Y(u) = (2(w), wu))

\l_/
0 Z(u) = Zby.by+(1,0)(1), >O<
o W(U) = 8y bo+0,1)(1) >:<
/NN



PARAMETRISATION EXPLICITE DE LA COURBE SPECTRALE

PRrOPOSITION ([BouTiLLIER-CIMASONI-DT '22])

L’application  est une paramétrisation bi-rationnelle de la courbe C,
envoyant Cy, ..., Cg sur les ovales de C et Cy sur la composante réelle
non bornée de C, impliquant en particulier que C a genre géométrique g.

150

1of

log [y/| o

=) -15 ~10 -5 L‘
Ve
T(q) /\ '




PARAMETRISATION EXPLICITE DE LA COURBE SPECTRALE

PRrOPOSITION ([BouTiLLIER-CIMASONI-DT '22])

L’application  est une paramétrisation bi-rationnelle de la courbe C,
envoyant Cy,...,Cg sur les ovales de C et Cy sur la composante réelle
non bornée de C, impliquant en particulier que C a genre géométrique g.

T )\/
tle log ||

OF s x— o X =% xx-xX— - /\

Ve
Q) / '

e

3 [ {log ], g )

5 10 15




FORMULE EXPLICITE POUR LES PROBABILITES D'ARETES

Probabilité d’apparition d'une aréte wb

B f a
W b’
f/
1 1 dlogd
Puo - o+ f _ .l:/ .,
© 2in ‘fcﬁ% “E 2ir JZ:J( 0z; “ ()) (H ( ))) f;gv i
> phase gazeuse
Pu() — 'B 1 3 Q al ge g .I:/
©= | w+ ﬂz ,,k(a—zj< £+ (),

> phase solide

1L
P O(Wb) = ]I{relation cyclique [a, ug,B] est vraie sur Co}-



ENERGIE LIBRE

PRrOPOSITION (BouTiLLIER,CiMASONLDT '22)
Pour tout ug dans la partie supérieure de X,

1 1 |
Hg; log ZELOg |z(uo)l,log [w(uo))) —

1 o
= > toglKusl + 3 ) [ @@ - @ty

wbeM; eckE; v

olt ko(ut) = log|E(a, u)|, {o(u) = argE(a, u).



MODELE DE DIMERES ET COURBES DE HARNACK

THEOREME ([BouTiLLIER-CIMASONI-DT 22])

Soit C une courbe de Harnack avec un diviseur standard. Alors il existe
une courbe maximale X, un graphe minimal périodique G, un angle map
(@), un point t € (R/Z)? tels que l'opérateur de Kasteleyn K avec poids
de Fock correspondant est périodique, et C est la courbe spectrale
associée.

IDEE DE PREUVE.
o Théorémes généraux de paramétrisation

o Reconstruction d’'un graphe minimal [Goncharov-Kenyon ’13].



RELATIONS A D'’AUTRES TRAVAUX

> Genre 0. [Kenyon'02], [Kenyon, Okounkov'03]

> Genre 1. Deux cas particuliers on été traité :

- le graphe biparti provenant du modele d’Ising
[Boutillier-dT-Raschel’20]
- Lopérateur Z-Dirac [dT'18] ~» fonctions holomorphes massives.



CONCLUSIONS

Duvre viadeh O
Jmodic Biodive groyia

Dimee vegdel on
WR@AC tiid ol qrodhe
wHa Fosh'e W UIE

Vmer model on
N00AC hwaweal Grapia

Dwer wadel on
(odie wwiwal Oeapia
W Fork'e gy




CONCLUSIONS

e [Goncharov-Kenyon '13] Deux graphes minimaux plongés sur le tore
avec le méme polygone de Newton sont reliés par les opérations

suivantes :
ke I -

e [Fock 15] Le modele de dimeres avec poids de Fock est invariant
par ces deux opérations.

Question : peut-on trouver des “plongements” de graphes
planaires, bipartis généraux
o de sorte a avoir des expressions locales ???
o Coulomb gauge/t-embeddings [Kenyon-Lam-Ramassamy-Russkikh
'22], [Chelkak-Laslier-Russkikh '21].



