
Introdution aux lois du Zéro-Un

R. Rossignol et B. Yart

MAP5, FRE CNRS 2428,

Université René Desartes, Paris

{rost/yart}�math-info.univ-paris5.fr

Table des matières

1 Introdution 2

2 Dans un gros espae . . . 3

2.1 Un peu de mousse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.2 Graphes aléatoires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.3 Images aléatoires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.4 La k-satis�abilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.5 Sortir de f0; 1g

n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3 . . . tout événement raisonnable . . . 18

3.1 Les grands anêtres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.2 Glebskii-Fagin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3.3 Friedgut-Kalai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.4 Coarse ou sharp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

4 . . . a une probabilité prohe de 0 ou 1. 36

4.1 Inégalités lassiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

4.2 Inégalités de Talagrand . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4.3 Inégalités de Sobolev logarithmiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.4 Lemme de Bekner et hyperontrativité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

1



1 Introdution

A l'éhelle mirosopique, la matière est essentiellement aléatoire. Or le monde tel que nous le

perevons est déterministe, préditible. Le mouvement désordonné des moléules de gaz ne nous em-

pêhe pas de mesurer des températures ou des pressions. Malgré l'agitation moléulaire, nous sommes

apables de prévoir la quantité de ombustible néessaire pour hau�er une pièe onnaissant son

volume, ou la puissane transmise par un piston à de l'air omprimé. Quel mirale fait que, en passant

de l'éhelle mirosopique à l'éhelle marosopique, e qui était aléatoire devient déterministe ? Nous

avons tous une réponse en tête : la �loi des grands nombres�.

La loi des grands nombres des probabilistes dit qu'une moyenne de variables indépendantes est

�essentiellement onstante�. On peut dé�nir rigoureusement ette notion, en déidant qu'une suite de

variables aléatoires (X

n

) est essentiellement onstante si elle est équivalente à la suite des espéranes

(IE[X

n

℄), à savoir si Prob[X

n

� IE[X

n

℄ ℄ onverge vers 0 pour  < 1, vers 1 pour  � 1. L'inégalité

de Bienaymé-Chebyshev fournit une ondition pour qu'il en soit ainsi : il su�t que l'éart-type de X

n

soit petit devant son espérane.

lim

n!1

p

V ar[X

n

℄

IE[X

n

℄

= 0 =) lim

n!1

Prob

�

�

�

�

�

X

n

IE[X

n

℄

� 1

�

�

�

�

> "

�

= 0 ; 8" > 0 :

Pour une somme de n variables indépendantes, l'espérane est proportionnelle à n, l'éart-type à

p

n,

et e ritère s'applique. Mais ei n'est qu'un as partiulier d'une démarhe très générale, qui est

ommune non seulement à tous les probabilistes, mais aussi à bon nombre de physiiens, himistes,

biologistes, et bien sûr informatiiens. Devant un phénomène aléatoire (variable ou proessus), on

ommene par se plaer à son éhelle de loalisation (son espérane). Il y a �loi des grands nombres� si

à l'éhelle de loalisation (marosopique) le phénomène est essentiellement déterministe. On se plae

ensuite autour de l'espérane, à l'éhelle des �utuations, donnée par l'éart-type. A ette éhelle

(mirosopique), le phénomène est bien aléatoire, et on herhe à démontrer une onvergene en loi.

Dans le as des sommes de n variables indépendantes, la loalisation est en O(n), les �utuations

en O(

p

n) et la limite en loi est gaussienne : 'est le théorème entral limite ([37℄ p. 258). Mais

bien d'autres omportements sont possibles. Par exemple pour la onnexité des graphes aléatoires la

loalisation est en O(log(n)=n), les �utuations en O(1=n) et la loi limite est la loi de Gumbel ([101℄

p. 303 et théorème 2.17 i-après). Il peut se faire qu'il n'y ait pas onvergene en loi à l'éhelle des

�utuations, omme pour les runs de 1 onséutifs ([69℄ et théorème 2.15). L'informatique fournit un

atalogue partiulièrement rihe et varié de es omportements asymptotiques (voir le livre de Flajolet

et Sedgewik [97℄). Notre propos ii n'est pas de les reenser. L'idée des lois du zéro-un est de prédire

pour une lasse de phénomènes la plus rihe possible dans un modèle donné, que leurs �utuations

seront e�etivement négligeables.

L'intuition que haun a de la �loi des grands nombres� dépasse les sommes de variables indépen-

dantes. Ce serait plut�t l'énoné vague suivant.

Dans un gros espae,

tout événement raisonnable

a une probabilité prohe de zéro ou un.

On appelle loi du zéro-un un théorème qui, dans un ertain ontexte, rend rigoureuse l'intuition

i-dessus. Pour e faire, il onvient de donner un sens préis aux trois membres de phrase, qui donnent

le plan de e ours :

�Dans un gros espae� :

Nous présenterons dans la première partie les modèles probabilistes sur lesquels on peut démontrer une

loi du zéro-un. Ce sont en majorité des espaes produits. Nous insisterons surtout sur f0; 1g

n

, muni d'un

produit de lois de Bernoulli (2.1). Ses variantes sont multiples. En premier lieu viennent les graphes

aléatoires (2.2), étudiés depuis longtemps. Nous présenterons également le modèle le plus simple

d'image aléatoire (2.3). Le problème de la k-satis�abilité (2.4) relève aussi de f0; 1g

n

, et il a susité

une intense ativité es dernières années. Nous disuterons en 2.5 de la possibilité d'étendre les lois du

zéro-un à d'autres modèles que le modèle produit (strutures ombinatoires, faible dépendane. . .).
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�tout événement raisonnable� :

Dans n'importe quel modèle, il est faile d'exhiber des foules d'événements dont la probabilité reste

loin de 0 et 1. Le problème pour un modèle donné est de dé�nir une lasse d'événements, la plus large

possible, pour laquelle on sahe démontrer que leur probabilité est prohe de 0 ou 1. Les réponses

lassiques (Borel-Cantelli, Kolmogorov, Hewitt-Savage) traitent d'événements dépendant d'une in�nité

de variables aléatoires, et ont don une portée pratique assez faible (3.1). Le théorème de Glebskii-

Fagin est beauoup plus intéressant, puisqu'il traite tous les événements exprimables dans la logique

du premier ordre (3.2). L'approhe plus réente de Friedgut et Kalai, ave la notion de seuil, donne un

résultat plus préis qu'une simple onvergene, pour des événements roissants, dépendant de façon

symétrique des oordonnées (3.3). Mais es deux résultats, pour spetaulaires qu'ils soient, traitent

de valeurs �xes du paramètre p de la loi de Bernoulli. Or il est bien onnu, pour les graphes aléatoires

ou la k-satis�abilité par exemple, que les phénomènes intéressants se produisent pour des valeurs de p

tendant vers 0 ave n. Cei a onduit à introduire les notions de seuil grossier ou �n : oarse ou sharp

(3.4).

�a une probabilité prohe de 0 ou 1� :

Enore faut-il être apable de quanti�er des probabilités faibles, ou d'en donner des majorants su�-

samment préis. En théorie des probabilités, il existe des livres entiers d'inégalités [108℄. Nous om-

menerons par en rappeler un petit nombre, parmi les plus utilisées (4.1). Le but de es inégalités

est de quanti�er la onentration de la mesure dans un espae produit. Réemment, Talagrand a dé-

veloppé divers aspets de la onentration (4.2). Ses démonstrations étant très déliates, beauoup

d'e�orts ont été faits pour proposer une autre approhe, à partir des inégalités de Sobolev logarith-

miques (4.3). En�n, dans la dernière partie (4.4), nous reviendrons sur la relation entre les inégalités

de onentration au sens propre, et les inégalités sur les largeurs de seuil du type Friedgut et Kalai.

2 Dans un gros espae . . .

2.1 Un peu de mousse

Le but de ette setion n'est pas de démontrer de �vraies� lois du zéro-un, ni même d'énoner des

résultats originaux. Nous allons tourner un peu autour de la version la plus simple de la loi des grands

nombres, pour en faire ressortir quelques aspets qui seront généralisés ou étendus par la suite.

Dans tout e qui suit, n est un entier, et E

n

désigne l'ensemble �ni f0; 1g

n

. Les éléments de E

n

seront appelés �on�gurations�. Selon les interprétations, nous les verrons omme :

� des veteurs x = (x(i))

i=1;::: ;n

, dont les oordonnées valent 0 ou 1,

� des appliations de f1; : : : ; ng dans f0; 1g,

� des sous-ensembles de f1; : : : ; ng,

� des veteurs de booléens,

� des tables de vérité d'un ensemble de n variables logiques.

L'interprétation logique nous onduira à nommer �propriétés� les sous-ensembles de E

n

. On munit E

n

de la loi de probabilité pour laquelle les oordonnées d'une on�guration sont indépendantes, haune

valant 1 ave probabilité p.

Dé�nition 2.1 La loi produit de n lois de Bernoulli de paramètre p, notée �

n;p

est dé�nie par :

8x = (x(i)) 2 E

n

; �

n;p

(x) =

n

Y

i=1

p

x(i)

(1� p)

1�x(i)

= p

P

x(i)

(1� p)

n�

P

x(i)

: (2.1)

Dans le as partiulier p = 1=2, la probabilité de toute on�guration est 1=2

n

: la loi �

n;1=2

est don

l'équiprobabilité sur E

n

.

Soit X

n

une variable aléatoire à valeurs dans E

n

, de loi �

n;p

et S

n

la variable aléatoire réelle égale

à la somme des oordonnées de X

n

. La loi de S

n

est la loi binomiale B(n; p). Le résultat suivant,

onsidéré de tout temps omme évident par les joueurs, est un des plus aniens suès de la théorie

des probabilités. Il est dû à Jaques Bernoulli (1654-1705).
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Théorème 2.2 Lorsque n tend vers l'in�ni, S

n

=n onverge en probabilité vers p.

Il s'agit bien d'une loi du zéro-un, mais sa portée est restreinte aux propriétés du type �S

n

=n 2 I�, où

I est un intervalle ouvert de IR.

Corollaire 2.3 Soit I un intervalle ouvert de IR, et A

I

la propriété :

A

I

= fx = (x(i)) 2 E

n

;

1

n

X

x(i) 2 I g : (2.2)

Alors �

n;p

(A

I

) onverge vers 1 si I ontient p, vers 0 sinon.

Quand une loi du zéro-un est vraie pour une famille de propriétés, elle reste vraie pour sa fermeture

booléenne.

Dé�nition 2.4 Soit A une famille de propriétés. La fermeture booléenne de A est la famille

e

A de

propriétés dé�nie par :

� A �

e

A,

� Pour tout A 2

e

A, :A 2

e

A,

� Pour tout A;B 2

e

A, A ^ B 2

e

A.

La fermeture booléenne de A ontient toutes les ombinaisons logiques d'un nombre �ni de propriétés

de A par �non� (:), �et� (^), �ou� (_).

Lemme 2.5 Soit A une famille de propriétés et

e

A sa fermeture booléenne. Si la probabilité de toute

propriété dans A tend vers 0 ou 1, il en est de même pour

e

A.

Démonstration : Cela se véri�e immédiatement en utilisant les propriétés élémentaires suivantes des

probabilités :

� Prob[:A℄ = 1� Prob[A℄,

� Prob[A℄ + Prob[B℄� 1 � Prob[A ^B℄ � minfProb[A℄; P rob[B℄g.

�

Le lemme 2.5 permet de faire mousser immédiatement un résultat tel que le orollaire 2.3. Nous ne

nous attarderons pas à aratériser la fermeture booléenne de l'ensemble des propositions A

I

, ar son

pouvoir d'expression est plut�t faible : nous obtiendrons en 3.2 des lois du zéro-un beauoup plus

générales en logique du premier ordre.

Nous onsidérons maintenant la fontion de survie de S

n

, à savoir les probabilités d'événements

du type S

n

> k. Notons A

k

la proposition orrespondante :

A

k

= fx = (x(i)) 2 E

n

;

X

x(i) > k g : (2.3)

Vue omme fontion de p, la probabilité �

n;p

(A

k

) est roissante, prohe de 0 tant que p est inférieur

à k=n, prohe de 1 après : la �gure 1 illustre le as n = 100; k = 50. Le fait que �

n;p

(A

k

) soit

une fontion roissante de p mérite justi�ation. Le lemme 2.7 i-dessous le montre pour toutes les

propriétés roissantes.

Dé�nition 2.6 Soit A � E

n

une propriété. On dit que A est roissante si sa fontion indiatrie est

une fontion roissante pour l'ordre de E

n

dé�ni oordonnée par oordonnée.

(8i; x(i) � y(i) et x 2 A) =) (y 2 A) :

En d'autres termes, si une propriété roissante est vraie pour une on�guration, elle reste vraie quand

on remplae des 0 par des 1. Pour tout k, la propriété A

k

dé�nie par (2.3) est roissante, et nous

renontrerons bien d'autres exemples dans les paragraphes suivants.

Lemme 2.7 Soit A une propriété roissante, alors �

n;p

(A) est une fontion roissante de p.

Nous donnons la démonstration par ouplage pour deux raisons. D'une part elle fournit une interpré-

tation dynamique (sous forme de proessus) de �

n;p

, interprétation utile pour les graphes aléatoires

aussi bien que pour les images, et très prohe de la simulation. D'autre part, elle ramène les propriétés
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Pour 100 tirages de pile ou face 

Fig. 1 � Probabilité d'obtenir plus de la moitié de piles sur 100 tirages à pile ou fae, en fontion de

la probabilité de pile.

de �

n;p

à elles de la mesure de Lebesgue sur l'hyperube [0; 1℄

n

, indiquant ainsi que les phénomènes

que nous étudions ne sont pas limités à E

n

.

Démonstration : Soit U = (U(i))

i=1;::: ;n

un éhantillon de la loi uniforme sur [0; 1℄. Les oordonnées

U(i) sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (n appels de Random

suessifs). La loi du veteur U est la loi uniforme sur [0; 1℄

n

. Pour tout i = 1; : : : ; n et pour tout

p 2 [0; 1℄, posons X

p

= (X

p

(i)), où X

p

(i) = 11

[0;p℄

(U(i)) (1 si U(i) � p, 0 sinon). Les trajetoires du

proessus fX

p

; 0 � p � 1g sont roissantes au sens de l'ordre oordonnées par oordonnées : si A est

une propriété roissante, vraie pour X

p

ave un ertain p, alors elle est aussi vraie pour X

p

0

, pour tout

p

0

� p. Mais bien sûr, pour tout p 2 [0; 1℄, la loi de X

p

est �

n;p

. D'où le résultat. �

La probabilité �

n;p

(A

k

) est don bien une fontion roissante de p, et si k est stritement ompris

entre 0 et n, elle vaut 0 pour p = 0 et 1 pour p = 1. L'intervalle de valeurs de p sur lequel s'e�etue

la transition de 0 à 1 s'appelle le seuil. Prenons d'abord k = 0 (e qui en sera dit vaut pour toute

valeur �xée de k). La probabilité de A

0

vaut 1 � (1 � p)

n

, qui tend vers 1 si p est onstante. Pour

p = p(n) tendant vers 0, (1��

n;p(n)

(A

0

)) est équivalent à e

�np

. Don �

n;p(n)

(A

0

) tendra vers 0 pour

p(n) petit devant 1=n, vers 1 pour p(n) grand devant 1=n. On dit que 1=n est une fontion seuil pour

la propriété A

0

.

Dé�nition 2.8 Soit A une propriété roissante. On dit que s(n) est une fontion seuil pour la pro-

priété A si :

lim

n!1

p(n)

s(n)

= 0 =) lim

n!1

�

n;p(n)

(A) = 0 ;

et :

lim

n!1

p(n)

s(n)

= +1 =) lim

n!1

�

n;p(n)

(A) = 1 :

Notons qu'une fontion seuil n'est qu'un ordre de grandeur : si s(n) est une fontion seuil, alors

k(n)s(n) est enore fontion seuil de la même propriété, pourvu que k(n) reste entre deux onstantes

stritement positives. La fontion seuil donne l'éhelle de loalisation du seuil. L'éhelle des �utuations

est la largeur du seuil.

Dé�nition 2.9 Soit A une propriété roissante. Pour tout � 2 [0; 1℄, notons p

�

la valeur de p telle

que �

n;p

�

(A) = �. On dit que la propriété A a un seuil de largeur `(n) si pour tout " 2℄0; 1=2[, on a :

p

1�"

� p

"

= O(`(n)) :
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La �gure 1 illustre le seuil de A

k

pour n = 100, k = 50 et " = 0:1. Comme la fontion seuil, `(n)

n'est qu'un ordre de grandeur. Nous ommettrons désormais l'abus de langage onsistant à parler de

la fontion seuil ou de la largeur du seuil.

Nous avons vu que pour p = p(n) tendant vers 0, �

n;p(n)

(A

0

) est équivalent à e

�np

. Ave la notation

de la dé�nition i-dessus, p

�

est équivalent à log(1=�)=n. La largeur du seuil est don 1=n.

Nous herhons maintenant à borner la largeur du seuil pour la propriété A

k

, indépendamment

de k. La loi de S

n

a pour espérane np et pour éart-type

p

np(1�p). Pour préiser le omportement

de S

n

à l'éhelle des �utuations, nous utiliserons le résultat suivant qui se déduit des inégalités de

Chernov ou de Hoe�ding (f. 4.1).

Théorème 2.10 Pour tout n; p et pour tout  > 0 on a :

�

n;p

(S

n

� np > 

p

n) � exp(�2

2

) ; (2.4)

�

n;p

(S

n

� np < �

p

n) � exp(�2

2

) ; (2.5)

et don :

�

n;p

(jS

n

� npj > 

p

n) � 2 exp(�2

2

) : (2.6)

Le prinipal avantage de es inégalités est que le majorant ne dépend ni de n ni de p. En revanhe, il ne

faut pas en attendre une évaluation préise. Par exemple, pour n = 10000 et p = 0:5, S

n

est ompris

entre 4900 et 5100 ave une probabilité de 0:9545. L'inégalité (2.6) dit que ette probabilité est supé-

rieure à 0:7293. Pour p onstant, (2.6) donne le bon ordre de grandeur, O(

p

n), pour les �utuations

de S

n

. Mais nous avons vu que pour p = p(n) = O(1=n), l'ordre de grandeur des �utuations de S

n

est O(1=n). L'obtention d'inégalités préises, plus générales que (2.6) est un domaine très important

de la théorie des probabilités (voir par exemple [91, 92℄). Nous y reviendrons dans la partie 4.

Le théorème 2.10 va nous permettre d'obtenir très simplement un ontr�le indépendant de k, pour

les largeurs de seuil de toutes les propriétés A

k

. Dans la proposition 2.11, n et k sont quelonques, et

p

�

désigne la valeur de p pour laquelle �

n;p

(A

k

) vaut � (f. dé�nition 2.9).

Proposition 2.11 Pour tout " 2℄0; 1=2[, on a :

p

1�"

� p

"

�

p

2 log(1=")

p

n

:

Démonstration : Fixons " entre 0 et 1=2, et posons  =

q

log(1=")

2

, de sorte que exp(�2

2

) = ". Si p

"

est tel que �

n;p

"

(A

k

) = ", alors k ne peut pas être trop loin de np

"

. L'inégalité (2.4) permet d'a�rmer

que k est inférieur à np

"

+

p

n log(1=")=2. Posons alors q = p

"

+2

p

log(1=")=(2n). Par l'inégalité (2.5)

appliquée à nq, on obtient �

n;q

(A

k

) � 1� ", et don q � p

1�"

, d'où le résultat. �

Pour faire mousser la proposition 2.11, nous avons besoin d'une dé�nition qui ne prendra vérita-

blement sa fore qu'en 3.3.

Dé�nition 2.12 Soit A � E

n

une propriété. On dit que A est symétrique si A est invariante par

l'ation d'un groupe G de permutations des oordonnées agissant transitivement sur f1; : : : ; ng.

8i; j = 1; : : : ; n ; 9� 2 G ; �(i) = j ;

et :

8� 2 G ; (x(i)) 2 A =) (x(�(i))) 2 A :

On dit que A est totalement symétrique si elle est invariante par toute permutation des oordonnées

(G = S

n

).
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Corollaire 2.13 Soit A une propriété roissante et totalement symétrique. Pour tout � 2 [0; 1℄,

notons p

�

la valeur de p telle que �

n;p

�

(A) = �. Pour tout " 2℄0; 1=2[, on a :

p

1�"

� p

"

�

p

2 log(1=")

p

n

:

Contrairement aux apparenes, e résultat ne ontient rien de plus que la proposition 2.11. En e�et

si A est une propriété roissante et totalement symétrique, alors il existe un entier k tel que A = A

k

.

Son seul intérêt est d'introduire le théorème 3.16 (loi du zéro-un de Friedgut et Kalai), qui porte sur

les propriétés roissantes et symétriques.

Nous terminons ette setion par quelques exemples.

Exemple 1 Stabilité

Considérons d'abord la propriété S de�nie omme suit.

Dé�nition 2.14 On munit f1; : : : ; ng de la struture de graphe ylique non orienté dont l'ensemble

d'arêtes est :

C

n

=

n

f1; ng ; fi; i+ 1g ; i = 1; : : : ; n�1

o

:

Une on�guration, identi�ée à un sous-ensemble de f1; : : : ; ng est dite stable si elle est un sous-

ensemble stable pour le graphe ylique :

x = (x(i)) 2 S () (8fi; jg 2 C

n

; x(i) = 1 =) x(j) = 0) : (2.7)

En d'autres termes, une on�guration est stable si elle ne omporte pas deux 1 voisins. Nous notons S la

propriété de stabilité. On peut aluler la fontion génératrie des ensembles stables pour de nombreux

types de graphes (voir [42℄). Dans le as du graphe ylique à n sommets, elle est partiulièrement

simple. Notons s

k;n

le nombre de stables à k sommets dans le graphe ylique à n sommets. On a :

g

n

(z) =

n

X

k=0

s

k;n

z

k

=

�

1�

p

1 + 4z

2

�

n

+

�

1 +

p

1 + 4z

2

�

n

:

Il est faile d'en déduire l'expression expliite de �

n;p

(S).

�

n;p

(S) = (1� p)

n

g

n

�

p

1�p

�

:

La propriété S est invariante par les permutations yliques de f1; : : : ; ng. Sa négation est roissante,

et don �

n;p

(S) est fontion déroissante de p. Pour toute valeur stritement positive de p, �

n;p

(S)

tend vers 0 quand n tend vers l'in�ni. Pour p = p(n) tendant vers 0, on véri�e failement que �

n;p

(S)

est équivalent à exp(�np

2

). La fontion seuil de S est 1=

p

n. La largeur de seuil est aussi 1=

p

n, bien

que S ne soit pas totalement symétrique.

Exemple 2 Longueur de runs

A�n d'étendre l'exemple 1, notonsM

n

la variable aléatoire égale au nombre maximal de 1 onséutifs

dans la on�guration aléatoire X

n

(toujours au sens de la struture de graphe ylique C

n

). Par

rapport à la propriété de stabilité S de l'exemple préédent, on a :

X

n

2 S ()M

n

� 1 :

La distribution des �runs� de 1 onséutifs dans une on�guration aléatoire ylique a souvent été

étudiée (voir par exemple [49℄). On démontre que la variable aléatoire M

n

est loalisée en O(log(n)),

ave des �utuations d'ordre O(1), sans qu'il y ait onvergene en loi à l'éhelle des �utuations. Le

résultat suivant, dû à Erdös et Révész [34℄, est démontré dans [76℄ (voir aussi [52, 69℄ et [59℄ pour une

généralisation).

7



Théorème 2.15 Posons :

a(n) =

�

log(n)

log(1=p)

�

et b(n) =

log(n)

log(1=p)

�

�

log(n)

log(1=p)

�

;

où b� désigne la partie entière. Notons R

k

la propriété :

R

k

= �M

n

� a(n) � k� :

Quand n tend vers l'in�ni :

�

n;p

(R

k

) = exp(�p

k�b(n)

) + o(1) :

Exemple 3 Parité

Nous passons maintenant à des exemples de propriétés dont la probabilité ne onverge pas vers 0 ou 1.

La plus souvent itée est �n est pair�, dont la probabilité vaut alternativement 0 ou 1, indépendamment

de p. Considérons plut�t :

A = fx = (x(i)) ;

n

X

i=1

x(i) est pair g :

On obtient aisément sa probabilité :

�

n;p

(A) =

1

2

(1 + (1� 2p)

n

) :

Elle tend vers 1=2 quand n tend vers l'in�ni, pour tout p 2℄0; 1[, bien que A soit totalement symétrique.

On omprend aisément omment fabriquer sur le même patron des propriétés totalement symétriques

dont la probabilité onverge vers un rationnel h=k : il su�t de demander que la somme des oordonnées

modulo k soit omprise entre 1 et h.

Exemple 4 Tirages binaires biaisés

Si une propriété ne dépend que d'un nombre �xe de oordonnées parmi les n, elle ne véri�era pas

non plus de loi du zéro-un. Par exemple A = fx = (x(i)) ; x(1) = 1g a pour probabilité p, quel que

soit n. Nous allons fabriquer une propriété dépendant de toutes les variables, bien que de manière non

symétrique, dont la probabilité pour �

n;1=2

onverge vers une valeur p 2 [0; 1℄, arbitraire. Considérons

le développement binaire de p, supposé tel qu'il ne se termine pas par une in�nité de 1.

p =

1

X

i=1

a(i)

2

i

:

Soit a = (a(i)) la on�guration égale aux n premiers termes du développement de p. Etant donnée

une on�guration x 2 E

n

, on déide qu'elle appartient à A si en la première oordonnée où x et a

di�èrent, a vaut 1 et x vaut 0. Par onvention, a =2 A. On véri�e aisément que :

�

n;1=2

(A) =

n

X

i=1

a(i)

2

i

:

Cei montre qu'on peut utiliser une pièe non truquée pour fabriquer des tirages biaisés, pour lesquels

la probabilité de pile est p.

2.2 Graphes aléatoires

La théorie des graphes aléatoires a débuté par l'artile magistral de Erdös et Rényi [33℄, qui

en dérivait déjà les prinipaux résultats. Elle est traitée dans plusieurs manuels, parmi lesquels

[6, 89, 101℄. Le modèle que nous onsidérons ii est elui du graphe non orienté à n sommets pour

lequel les arêtes existent indépendamment ave probabilité p.

Dé�nition 2.16 On appelle graphe aléatoire, et on note G ou G(n; p), la variable aléatoire à valeurs

dans l'ensemble des graphes non orientés d'ensemble de sommets f1; : : : ; ng, telle que l'arête fi; jg

existe ave probabilité p, es événements étant indépendants.
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Posons �(n) =

�

n

2

�

= n(n�1)=2. Quitte à numéroter toutes les arêtes possibles de 1 à �(n), l'ensemble

des arêtes A du graphe peut être identi�é à une on�guration de f0; 1g

�(n)

. On note habituellement

i � j la propriété fi; jg 2 A (relation de voisinage). Le modèle que nous avons dé�ni revient à mettre

la probabilité �

�(n);p

sur f0; 1g

�(n)

(dé�nition 2.1). Notons que e modèle est di�érent de elui initia-

lement proposé par Erdös et Rényi [33℄, qui onsidéraient l'équiprobabilité sur l'ensemble des graphes

ayant un nombre �xe d'arêtes. En fait les deux modèles ont les mêmes propriétés asymptotiques : nous

y reviendrons en 2.5.

Notre propos ii n'est pas de donner un aperçu, même bref, de la théorie des graphes aléatoires.

Nous nous ontenterons d'illustrer par trois exemples le phénomène de onentration de la mesure

�

�(n);p

. Nous ne l'avons abordé en 2.1 que par la variable aléatoire S

n

, qui orrespond ii au nombre

total d'arêtes. Deux graphes �tirés au hasard� (réalisations de G) n'ont pas seulement des nombres

d'arêtes prohes : ils ont le même aspet, les mêmes propriétés.

Exemple 5 Connexité

Un des résultats les plus frappants de la théorie des graphes aléatoires onerne la onnexité. Sa

fontion seuil est log(n)=n, ave une largeur de seuil égale à 1=n. L'énoné préis est le suivant ([101℄

p. 303).

Théorème 2.17 Soit :

p = p(n) =

log(n)

n

+



n

+ o(

1

n

) :

Alors :

lim

n!1

�

�(n);p(n)

( Connexité ) = e

�e

�

:

Exemple 6 Diamètre

Une fois la onnexité aquise, se pose la question du diamètre du graphe, à savoir la distane en

nombre d'arêtes entre deux sommets quelonques. Considérons la propriété D

k

, réalisée si tout ouple

de sommets est relié par un hemin ontenant k arêtes :

8x; y 2 f1; : : : ; ng ; 9z

1

; : : : ; z

k�1

; x � z

1

; z

1

� z

2

; : : : ; z

k�1

� y :

La propriétéD

k

admet pour fontion seuil n

�

k�1

k

(log(n))

1

k

. En partiulier pour p onstant, la propriété

D

2

a une probabilité prohe de 1 : deux sommets quelonques non voisins dans le graphe G(n; 1=2)

ont au moins un voisin en ommun.

Le monde est petit ! Le folklore sienti�que dit que deux personnes quelonques sont toujours

reliées par une haîne de 5 onnaissanes au plus. On trouve même sur le réseau des sites dont le but

est de véri�er �expérimentalement� ette loi sur les utilisateurs du web. Des asymptotiques préises

sur la probabilité des propriétés D

k

vont nous permettre de quanti�er e phénomène. On démontre

en e�et que pour p = p(n) de l'ordre de n

�

k�1

k

(log(n))

1

k

, la probabilité �

�(n);p

(D

k

) est prohe de e

��

,

ave :

� =

n

2

2

exp(�n

k�1

p

k

) :

(Voir [101℄ p. 315 pour l'énoné préis). Comme appliation numérique, prenons n = 610

9

(6 milliards

d'individus sur terre), et p = 1=(6 10

�7

), de sorte que np = 100 (haque individu onnaît en moyenne

100 personnes). Le alul donne :

�

�(n);p

(D

5

) ' 10

�10

18

et �

�(n);p

(D

6

) ' 1� 10

�56

:

Il n'y a don auune hane que le diamètre soit 5, il est presque sûrement égal à 6. Voii les valeurs

de np pour lesquelles �

�(n);p

(D

5

) vaut respetivement 0:01, 0:5 et 0:99.

np 191:4 193:1 196:6

�

�(n);p

(D

5

) 0:01 0:50 0:99

Les trois valeurs sont étonnamment prohes : la propriété D

5

a un seuil très étroit.
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Exemple 7 Nombre lique

Voii une autre illustration spetaulaire de la onentration de la mesure dans les graphes aléatoires.

Le nombre lique d'un graphe G, noté !(G), est le nombre de sommets de la plus grande lique (sous-

graphe omplet) de G. Le théorème de onentration, démontré indépendamment par Bollobás, Erdös

et Matula en 76 (voir [6℄, p. 251), a�rme que pour p �xé, le nombre lique du graphe aléatoire G(n; p)

ne peut prendre que deux valeurs au plus. Nous donnons l'énoné pour p = 1=2.

Théorème 2.18 Il existe une fontion k, de IN dans IN, telle que

k(n) � 2 log(n)= log(2) ;

et :

lim

n!1

�

�(n);1=2

(!(G) = k(n) ou k(n) + 1 ) = 1 :

En fait, pour la plupart des valeurs de n, le nombre lique est onentré non pas sur deux, mais sur

une valeur seulement !

2.3 Images aléatoires

Fig. 2 � Image aléatoire de 100� 100 pixels indépendants, noirs ou blans ave probabilité 0:5.

Nous utiliserons ii les images aléatoires omme un autre moyen de visualiser la onentration de

la mesure dans un espae produit. Nous ne onsidérons que des images arrées n� n, binaires, pour

lesquelles les pixels sont noirs ave probabilité p ou blans ave probabilité 1�p, indépendamment les

uns des autres.
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Dé�nition 2.19 On appelle image aléatoire, et on note I, ou I(n; p), la matrie aléatoire de taille

n� n, dont les oe�ients, indépendants, valent 1 ave probabilité p et 0 ave probabilité 1�p.

C'est une nouvelle variante du modèle de Bernoulli : l'espae est identi�able à f0; 1g

n

2

et la loi d'une

image aléatoire est �

n

2

;p

(dé�nition 2.1).

L'idée des images aléatoires est de fournir une base quantitative à l'intuition qui onsiste à dire

que l'÷il voit dans une image e qui est inhabituel, qui tranhe sur un bruit de fond, bref, qui

est improbable. Les algorithmes de détetion herhent don les groupes de pixels qui seraient de

probabilité faible dans une image aléatoire (voir [22℄).

La �gure 2 représente une image aléatoire pour n = 100 et p = 1=2. Comme déjà observé en 2.1,

le nombre total de pixels noirs est onentré autour de 5000. Mais ette onentration est aussi vraie

pour des sous-images. Divisons l'image observée en 100 sous-images de taille 10� 10. La probabilité

que haune des 100 sous-images ait un nombre de pixels noirs ompris entre 30 et 70 est supérieure

à 0:99.

Exemple 8 Perolation

Une autre manière d'aborder le même modèle est la perolation de sites (voir [54℄ p. 24). En perolation

on onsidère plut�t un réseau in�ni, ZZ

2

dans notre as, dans lequel les sommets (pixels) sont noirs

ave probabilité p. On s'intéresse aux omposantes onnexes de pixels noirs. Un résultat fondamental

est l'existene d'une probabilité ritique p



, dont la valeur dans le as de ZZ

2

n'est toujours pas onnue

exatement. Pour p < p



, les omposantes onnexes sont toutes �nies et la distribution de leurs tailles

admet des moments de tous ordres. Pour p > p



, il existe presque sûrement une omposante onnexe

in�nie unique. Ce phénomène est à rapproher de la omposante onnexe géante des graphes aléatoires

([6℄ p. 131). Pour établir le lien ave les images aléatoires, introduisons la propriété C : �il existe un

hemin formé uniquement de pixels noirs voisins, joignant le bord gauhe au bord droit de l'image.�. On

peut montrer ([110℄) que �

n

2

;p

(C) tend vers 0 si p < p



, vers 1 si p > p



. Une onjeture généralement

admise est que �

n

2

;p



(C) tend vers 1=2.

Exemple 9 Sous-images

Nous nous intéresserons ensuite à l'apparition de sous-images. Soit V une image �xée de taille m�m,

que nous appellerons �vignette� pour la distinguer de l'image omplète (par exemple la roix de la

�gure 3).

Fig. 3 � Vignette de 3� 3 pixels. L'image aléatoire de la �gure 2 en ontient plusieurs opies, inluses

et exates.

Pour n � m, nous nous intéressons aux opies de V ontenues dans l'image I. A�n de simpli�er

les notations en évitant les problèmes de bord, nous supposerons que le réseau arré portant les pixels

a une ondition de bord périodique. De sorte que les indies apparaissant dans la dé�nition suivante

sont ajoutés entre eux modulo n.

Dé�nition 2.20 Soit I = (x(i; j)) ; i; j = 1; : : : ; n une image n�n. Pour tout i; j = 1; : : : ; n, notons :

I

i;j

= (x(h; k)) ; h = i; : : : ; i+m� 1 ; k = j; : : : ; j +m� 1 ;

la sous-image extraite de I, de taille m�m, dont le oin supérieur gauhe est le pixel de oordonnées

(i; j).
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1. On appelle vignette inluse la propriété :

VI = fI ; 9(i; j) ; I

i;j

� V g :

2. On appelle vignette exate la propriété :

VE = fI ; 9(i; j) ; I

i;j

= V g :

Dans la dé�nition de VI , l'ordre est l'ordre induit sur E

n

2

omposante par omposante : une image

véri�e VI si elle ontient une sous-image qui a au moins les mêmes pixels noirs que V . Elle véri�e

VE si elle ontient une opie exate de V . Les deux propriétés sont invariantes par le groupe des

transformations du réseau des pixels (tore). La propriété VI a évidemment beauoup moins d'intérêt

que VE pour les appliations en image. Elle présente l'avantage d'être roissante. Pour une valeur �xée

de p, stritement omprise entre 0 et 1, �

n

2

;p

(VI) et �

n

2

;p

(VE) tendent vers 1. Toute vignette �nit par

apparaître dans une image aléatoire su�samment grande. C'est la version planaire du paradoxe �du

singe et de la mahine à érire�. Une étude préise des probabilités de VI et VE pour p prohe de 0 et

1 a été réalisée par Coupier [17℄. Il démontre en partiulier le résultat d'approximation poissonnienne

suivant :

Proposition 2.21 Soit b le nombre de pixels noirs de la vignette V . Posons p = p(n) = n

�2=b

.

Alors :

lim

n!1

�

n

2

;p

(VI) = lim

n!1

�

n

2

;p

(VE) = 1� exp

�

�

8

b

a

�

;

où a est le nombre de transformations géométriques (symétries ou rotations) qui laissent V invariante.

Ce type d'approximation est bien onnu dans le adre des graphes aléatoires, où l'analogue de la

propriété VI est l'apparition d'un sous-graphe (voir [101℄, p. 309). On déduit immédiatement de la

proposition 2.21 que VI admet pour fontion seuil et largeur de seuil la même fontion n

�2=b

.

2.4 La k-satis�abilité

Le problème de la k-satis�abilité, arhétype des problèmes NP-omplets (pour k � 3 : voir [18℄),

a susité une immense littérature, qu'il est hors de propos de résumer ii. Ce qui suit est basé sur les

présentations de Monasson et al. [87℄ et Friedgut [43℄ (voir aussi [13, 51, 61, 66, 85, 86℄).

On se donne un ensemble de n variables logiques, X

1

; : : : ; X

n

. Une lause de longueur k est une

disjontion de k de es variables, a�rmées ou niées. Par exemple, X

i

1

_ :X

i

2

_X

i

3

est une lause de

longueur 3. Il y a

�

n

k

�

ensembles de k variables possibles, et une fois hoisies les k variables, haune

peut apparaître a�rmée ou niée dans la lause. Il est don possible de former �(n; k) = 2

k

�

n

k

�

lauses

de longueur k sur n variables. Notons C

n;k

l'ensemble des lauses. Choisissons maintenant un sous-

ensemble f

1

; : : : ; 

m

g de C

n;k

, que nous appellerons formule. Cette formule est dite satis�able s'il

existe une a�etation booléenne de X

1

; : : : ; X

n

telles que 

1

; : : : ; 

m

soient simultanément vraies.

La satis�abilité est une propriété, que nous identi�ons à un sous-ensemble de l'ensemble des formules

(elles-mêmes ensembles de lauses !). Une formule peut être vue omme une on�guration dans E

n;k

=

f0; 1g

�(n;k)

. La non-satis�abilité est lairement une propriété roissante, au sens de la dé�nition 2.6 :

plus on rajoute de lauses, plus il devient di�ile de les satisfaire simultanément.

Le problème est de dé�nir une loi de probabilité sur E

n;k

. Comme pour les graphes aléatoires, ave

le modèle G(n; p) et elui d'Erdös-Rényi, l'alternative onsiste à �xer le nombre total M de lauses

dans la on�guration, ou bien à les a�eter haune d'une probabilité p. Le premier modèle est le plus

lassique (voir [87℄). Une fois �xé le nombre total de lausesM , haque on�guration sera hoisie ave

la même probabilité

�

�(n;k)

M

�

�1

. Nous préfèrerons le seond modèle, introduit par Friedgut [43℄, qui

est plus prohe de la présentation que nous avons suivie jusqu'ii, tout en étant asymptotiquement

équivalent au modèle lassique (voir 2.5).

Dé�nition 2.22 On appelle formule aléatoire, et on note F(n; p), une variable aléatoire à valeurs

dans E

n;k

, telle que haque lause apparaît dans la formule ave probabilité p, indépendamment des

autres.

12



La loi de F(n; p) est don �

�(n;k);p

(dé�nition 2.1). De très nombreux artiles ont été onsarés à l'étude

du omportement asymptotique de �

�(n;k);p

(S) en fontion de k, et relativement peu de onjetures

ont pu être démontrées à e jour.

Le as de la 1-satis�abilité ne pose pas problème. Si toutes les lauses sont de longueur 1, haune

est onstituée d'une seule variable, a�rmée ou niée. Une formule est satis�able si et seulement si elle

ne ontient pas à la fois une variable et sa négation. On a don :

�

�(n;1);p

(S) = (1� p

2

)

n

:

Cette probabilité tend vers 0, pour toute valeur de p �xée stritement positive. Pour p = p(n) tendant

vers 0, on a :

�

�(n;1);p

(S) � e

�np

2

:

La propriété S admet don 1=

p

n pour fontion seuil et pour largeur de seuil, omme la stabilité de

l'exemple 1.

Fig. 4 � Résultats expérimentaux montrant le phénomène de seuil pour la 3-satis�abilité : �gure

extraite de [13℄.

A partir de k = 2, la k-satis�abilité est beauoup plus di�ile à étudier. Un raisonnement intuitif

montre que la probabilité de S doit être forte si le nombre de lauses est faible devant le nombre

de variables. En e�et dans e as, il y a de fortes hanes pour que les lauses fassent intervenir des

variables toutes di�érentes, e qui entraîne trivialement la satis�abilité. Inversement, si le rapport

du nombre de lauses au nombre de variables tend vers l'in�ni, alors le problème sera largement

surontraint, et la probabilité de satis�abilité sera faible. Or pour p = p(n) donné, le nombre de

lauses dans la formule aléatoire F(n; p) a pour espérane �(n; k)p(n), et pour k donné, �(n; k) est

d'ordre O(n

k

). Il en déoule que la fontion seuil pour la propriété S est n

1�k

. Le résultat suivant, dû

à Friedgut [43℄, montre que la largeur du seuil est stritement plus petite que la fontion seuil.
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Théorème 2.23 Pour tout k � 2, il existe une fontion 

k

(n), telle que pour tout " > 0 :

lim

n!1

�

�(n;k);p(n)

(S) =

�

1 si p(n) = (

k

(n)� ")n

1�k

;

0 si p(n) = (

k

(n) + ")n

1�k

:

Pour k = 2, il a été démontré ([50, 109℄) qu'on peut prendre 

2

(n) � 1 dans le théorème 2.23. Les

spéialistes (voir [27, 28, 87℄) s'aordent à penser que 

k

(n) peut être onsidérée omme onstante

pour toute valeur de k, e qui est on�rmé par de nombreux résultats de simulation (voir [87, 66℄ et

[13℄, d'où est extraite la �gure 4, fournie par R. Monasson).

Signalons pour �nir, deux variantes du problème de la k-satis�abilité. La première, développée par

Monasson et al. dans [87℄, onsiste à mélanger dans une formule une ertaine proportion de lauses

de longueur 3 ave des lauses de longueur 2. L'autre, étudiée par Creignou et Daudé [19℄, onsiste à

étudier la satis�abilité pour des lauses ontruites à partir du �ou exlusif� (XOR).

2.5 Sortir de f0; 1g

n

Dans les lois du zéro-un que l'on trouve dans les livres d'informatique ou de logique (par exemple

[3, 30, 71℄), il n'est pas question d'indépendane. Elles n'ont de rapport ave les probabilités que par

la ombinatoire, ar elles portent sur des strutures �nies munies de l'équiprobabilité. Dans e as, il

s'agit de savoir si le nombre d'objets véri�ant une propriété est équivalent au nombre total (probabilité

prohe de 1), ou bien négligeable (probabilité prohe de 0).

A propos de la loi �

n;p

(dé�nition 2.1), nous avions déjà observé que l'équiprobabilité sur f0; 1g

n

orrespondait au as partiulier p = 1=2. Cei s'étend à d'autres espaes produits. Par exemple,

le produit de n opies de la loi uniforme sur [0; 1℄ est la loi uniforme sur l'hyperube [0; 1℄

n

. Mais

inversement, quels modèles d'équiprobabilité pourraient remplaer �

n;p

pour p 6= 1=2 ? Nous en avons

déjà renontré deux à propos des graphes aléatoires (graphes à nombres de sommets et d'arêtes �xés)

ainsi que de la k-statis�abilité (formules à nombres de variables et de lauses �xés). Dans les deux

as, nous avions annoné sans justi�ation que l'équiprobabilité était prohe d'une loi produit. Il n'est

pas faile de donner un énoné rigoureux totalement onvainant. Commençons par dé�nir le modèle

d'équiprobabilité dans le adre de f0; 1g

n

.

Dé�nition 2.24 Soit m un entier �xé (0 � m � n). Notons �

n;m

l'équiprobabilité sur l'ensemble des

on�gurations de taille n, dont la somme des oordonnées vaut m. Elle est dé�nie par :

�

n;m

(x) =

8

<

:

�

n

m

�

�1

si

P

x(i) = m ;

0 sinon.

Sous la loi �

n;p

, la somme est onentrée autour de np (théorème 2.2). Il est don raisonnable d'appro-

her �

n;p

par la loi �

n;m(n)

, ave m(n) � np. Le résultat suivant est une simple extension du théorème

lassique de onvergene de la loi hypergéométrique vers la loi binomiale. Il justi�e l'approximation

i-dessus, pour une valeur �xe de p.

Proposition 2.25 Soit z 2 E

k

un mot binaire �xé de longueur k. Notons h =

P

z(i) son nombre de

1 et A

z

� E

n

la propriété :

A

z

= fx 2 E

n

; (x(1); : : : ; x(k)) = zg :

Les probabilités de A

z

sous �

n;m

et �

n;p

sont :

�

n;m

(A

z

) =

�

n�k

m�h

�

�

n

m

�

et �

n;p

(A

z

) = �

k;p

(A

z

) :

Si m = m(n) est tel que m(n) � np, alors :

lim

n!1

�

n;m(n)

(A

z

) = �

k;p

(A

z

) :
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Mais le as où p est �xe n'est pas le as le plus intéressant. On trouve dans Bollobás [6℄ (théorème 3

p. 36) le résultat suivant qui fournit un enadrement pour les probabilités de propriétés roissantes.

Proposition 2.26 Soient p

1

(n), p

2

(n) et m(n) trois fontions telles que :

1. 0 < p

1

(n) < p

2

(n) < 1,

2. m(n) 2 IN,

3.

lim

n!1

m(n)� np

1

(n)

p

n p

1

(n)(1�p

1

(n))

= lim

n!1

np

2

(n)�m(n)

p

n p

2

(n)(1�p

2

(n))

=1 :

Soit A une propriété roissante (dé�nition 2.6). Alors :

�

n;p

1

(n)

(A) + o(1) � �

n;m(n)

(A) � �

n;p

2

(n)

(A) + o(1) :

On peut déduire e résultat du lemme 2.7 et du théorème 2.10. Notons qu'il ne ouvre toujours pas les

as où p

1

(n) et p

2

(n) sont très prohes de 0. La raison pour laquelle il est plus faile de travailler ave

�

n;p

qu'ave �

n;m

est l'indépendane des oordonnées, et les aluls expliites qu'elle permet (formule

(2.1)).

Au delà des graphes, des images et de la k-satis�abilité, de nombreuses strutures ombinatoires

peuvent se ramener à des variantes ou des approximations de f0; 1g

n

muni de la loi �

n;p

: hemins de

Dyk, arbres, modèles d'urnes [26, 47, 63℄, modèles de bases de données [2, 3℄ et. . . Mais l'intuition

sous-jaente aux lois du zéro-un ne leur est pas limitée : on souhaiterait pouvoir dire que deux objets

ombinatoires de grande taille tirés au hasard se ressemblent toujours, qu'il s'agisse d'arbres, de

permutations, de tries ou de forêts (f. [53, 111℄). Nous ne sommes pas en mesure de faire mieux

qu'indiquer une voie de reherhe pour le justi�er. Ce qui suit est basé sur la ombinatoire analytique

de Flajolet [39℄ que nous remerions pour son aide.

Réemment, Duhon et al. [29℄ ont introduit la notion de �loi de Boltzmann� pour une struture

ombinatoire. Soit C une struture ombinatoire ordinaire (on pourrait étendre le raisonnement aux

strutures labellisées). Nous noterons j � j sa fontion de taille. Pour tout n entier, l'ensemble C

n

des

objets de taille n de la struture est �ni, de ardinal C

n

. Nous noterons C la fontion génératrie

assoiée :

C(z) =

1

X

n=0

C

n

z

n

:

Dé�nition 2.27 Soit x un réel positif tel que C(x) <1. On appelle loi de Boltzmann de paramètre

x, la loi de probabilité qui à un objet  2 C assoie :

�

x

() =

x

jj

C(x)

:

On aurait pu aussi dé�nir ette loi en disant que la taille d'un objet tiré selon �

x

est une variable

aléatoire à valeurs entières, de fontion génératrie C(zx)=C(x), et la loi onditionnelle d'un objet

sahant que sa taille vaut n est l'équiprobabilité sur C

n

.

Considérons maintenant une propriété A de la struture, à savoir un sous-ensemble de C. Notons

A

n

le nombre d'objets de taille n qui possèdent la propriété A. Nous souhaiterions pouvoir dire que

le rapport A

n

=C

n

tend vers 0 ou 1. Cei revient à omparer le omportement de deux fontions

génératries au voisinage d'une singularité (voir [38, 40, 41℄). Notons A(z) la fontion génératrie des

A

n

:

A(z) =

1

X

n=0

A

n

z

n

:

La probabilité de A pour la loi de Boltzmann �

x

est le rapport des deux fontions génératries :

�

x

(A) =

A(x)

C(x)

:
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La proposition 2.28 donne un début de ontenu à l'intuition selon laquelle la probabilité d'une propriété

tend généralement vers 0 ou 1. En tant que séries entières à oe�ients entiers positifs les fontions

A(z) et C(z) ont un rayon de onvergene inférieur ou égal à 1. Nous notons r le rayon de onvergene

de C(z), que nous supposerons non nul. Le réel r est une singularité de C(z). Les équivalents au

voisinage de r sont :

A(z) � �

A

(r � z)

��

A

et C(z) � �

C

(r � z)

��

C

:

Par onvention, �

A

peut être nul (si A(z) est holomorphe en r), et �

C

peut être in�ni (si la singularité

de C(z) est essentielle).

Proposition 2.28

lim

n!1

A

n

C

n

=

�

0 si �

A

< �

C

;

�

A

�

C

si �

A

= �

C

:

Prenons par exemple la struture élémentaire des mots binaires, de fontion génératrie C(z) =

(1� 2z)

�1

. La taille est la longueur du mot. Pour la loi de Boltzmann de paramètre x <

1

2

, la loi de

la taille est la loi géométrique de paramètre 1� 2x. Considérons la propriété de stabilité (exemple 1).

La fontion génératrie A(z) vaut :

A(z) =

 

1� z

 

1�

p

5

2

!!

�1

+

 

1� z

 

1 +

p

5

2

!!

�1

:

Dans e as r = 1=2 et �

A

= 0 (le rayon de onvergene de A est stritement supérieur à r). Le

rapport A

n

=C

n

tend vers 0 à vitesse exponentielle, e qui n'est pas un soop. Considérons ensuite

la propriété �la somme des oordonnées du mot est paire� (exemple 3). Sa fontion génératrie est

A(z) =

1

2

((1 � 2z)

�1

+ 1). Don �

A

= �

C

= 1 et �

A

=�

C

= 1=2. Le rapport A

n

=C

n

tend vers 1=2,

omme prévu.

Il est plus intéressant de biaiser les lois de Boltzmann pour obtenir une dé�nition paramétrée,

prohe des modèles que nous avons étudiés jusqu'ii. Considérons une seonde fontion à valeurs

entières dé�nie sur la struture C. Nous la nommerons arbitrairement le poids, et nous la noterons w.

Notons C

n;k

le nombre d'objets de la struture, de taille n et de poids k. On onsidère la fontion

génératrie double :

C(z; t) =

X

n;k

C

n;k

z

n

t

k

:

Soient x et y deux réels positifs tels que C(x; y) <1. Il est naturel de dé�nir sur C la loi de probabilité

�

x;y

qui à un objet  2 C assoie :

�

x;y

() =

x

jj

y

w()

C(x; y)

:

Sous �

x;y

, la loi de la taille a pour fontion génératrie C(xz; y)=C(x; y). La probabilité onditionnelle

d'un objet sahant que sa taille vaut n n'est plus uniforme sur C

n

: elle est fontion du poids de et

objet. C'est une autre loi de Boltzmann sur C

n

, paramétrée par y. Etant donnée une propriété A,

nous notons maintenant A

n;k

le nombre d'objets de taille n et de poids k qui la possèdent, et A(z; t)

la fontion génératrie double orrespondante. La probabilité �

x;y

(A) est le rapport A(x; y)=C(x; y).

Dans l'optique des lois du zéro-un, on souhaite montrer que la probabilité onditionnelle de A pour

les objets de taille n tend vers 0 ou 1. La loi onditionnelle d'un objet sahant que sa taille vaut n

sera notée �

n;y

. La probabilité �

n;y

(A) est le rapport des deux fontions de y, oe�ients de x

n

dans

les fontions A(x; y) et C(x; y) :

�

n;y

(A) =

[A(x; y)℄

x;n

[C(x; y)℄

x;n

:

Pour savoir si �

n;y

(A) onverge, il faut étudier le omportement de A(x; y) au voisinage de la singularité

(en x) de C(x; y).
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Pour les mots binaires, le poids sera le nombre total de 1 (la somme des oordonnées). La fontion

génératrie devient C(z; t) = (1�z(1+t))

�1

. La loi de la taille reste une loi géométrique (de paramètre

x(1 + y)), et la loi onditionnelle sur C

n

, sahant que la taille vaut n, est la loi �

n;p

(dé�nition 2.1),

au hangement de paramètre p =

y

1+y

près. Pour la stabilité des mots binaires, la fontion génératrie

est :

A(z; t) =

�

1� z

�

1�

p

1 + 4t

2

��

�1

+

�

1� z

�

1 +

p

1 + 4t

2

��

�1

:

Pour la parité, la fontion génératrie est A(z; t) =

1

2

(C(z; t) + C(z;�t)). Dans les deux as, la

onlusion du as équiprobable (y = 1) s'étend à une valeur de y quelonque.

Pour transformer ette approhe analytique en une loi du zéro-un véritablement intéressante, il

resterait à aratériser les propriétés A pour lesquelles on peut déider a priori que le omportement

de A(z) au voisinage de la singularité de C(z) est tel que la probabilité onverge, de manière à erner

leur pouvoir d'expression logique. Signalons dans ette diretion les travaux de Compton [15℄, qui

relient les propriétés analytiques des fontions génératries au langage de la logique du premier ordre

(voir aussi le livre réent de Burris [10℄).

On peut aussi penser à sortir du adre binaire, qui n'est qu'un as très partiulier pour les inégalités

de onentration que nous étudierons en 4. Rossignol [94℄ a démontré l'analogue de la proposition 2.11

pour un produit d'espaes �nis quelonques. La di�ulté majeure dans e as est qu'on n'y dispose

plus aussi naturellement de l'outil puissant qu'est la monotonie. On peut résoudre ette di�ulté en

paramétrant la loi d'une omposante par un paramètre unidimensionnel, omme par exemple dans

[90℄, où une appliation de la loi du zéro-un de Friedgut et Kalai est proposée dans le ontexte des

systèmes ohérents en �abilité.

Une autre voie d'extension des lois du zéro-un est la dépendane faible. Nous nous ontenterons

d'indiquer les éléments sur lesquels on peut fonder quelque espoir. Comme nous l'avons vu en 2.1, il

est possible d'énoner des lois du zéro-un (ertes rudimentaires) en se basant uniquement sur la loi des

grands nombres (théorème 2.2) ou des inégalités exponentielles (théorème 2.10). Or es résultats ont été

depuis longtemps étendus sous di�érentes hypothèses de dépendane faible. Le modèle le plus anien

est elui des haînes de Markov, pour lequel la loi des grands nombres et le théorème entral limite

sont des résultats de base (f. Chung [11℄ p. 94). Plus réemment, plusieurs inégalités exponentielles de

type Chernov sont aussi apparues (f. [79℄). Des résultats analogues sont également disponibles pour

d'autres hypothèses de dépendane faible, moins ontraignantes que le as markovien (voir Doukhan

[25℄, Rio [93℄, ou le reueil d'artiles [20℄). La loi du zéro-un de Kolmogorov que nous rappellerons

en 3.1 a également été généralisée aux haînes et proessus de Markov [14, 62℄. Le omportement

asymptotique des haînes de Markov sur de gros espaes d'états donne lieu à des transitions abruptes

dans le temps, que l'on doit rapproher des phénomènes de seuil que nous étudions ii. Nous ne les

aborderons pas : voir [82, 112, 113, 114, 115℄, et aussi Lynh [81℄ qui introduit la notion de fontion

seuil pour les haînes de Markov ave un point de vue de théorie des graphes.
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3 . . . tout événement raisonnable . . .

3.1 Les grands anêtres

L'étude de la onvergene presque sûre d'une suite de variables aléatoires passe le plus souvent par

le théorème (ou lemme) de Borel-Cantelli ([36℄ p. 200).

Théorème 3.1 Soit (B

n

)

n2IN

une suite d'événements (quelonques).

X

n2IN

Prob[B

n

℄ <1 =) Prob

2

4

\

n

0

�0

[

n�n

0

B

n

3

5

= 0 :

Ce résultat doit se lire ainsi : si les probabilités Prob[B

n

℄ tendent vers 0 assez rapidement pour que

la série

P

Prob[B

n

℄ onverge, alors presque sûrement (ave probabilité 1) seul un nombre �ni des B

n

sont réalisés simultanément.

Démonstration : Posons :

C

n

0

=

[

n�n

0

B

n

:

La suite d'événements (C

n

0

) est déroissante (C

n

0

� C

n

0

+1

) et don :

Prob

2

4

\

n

0

�0

C

n

0

3

5

= lim

n

0

!1

Prob [C

n

0

℄ :

Or :

Prob[C

n

0

℄ = Prob

2

4

[

n�n

0

B

n

3

5

�

1

X

n=n

0

Prob[B

n

℄ :

La probabilité de C

n

0

est majorée par le reste de la série onvergente

P

Prob[B

n

℄, elle tend don vers

0. �

Ce théorème admet une sorte de réiproque dans le as d'événements indépendants.

Théorème 3.2 Si les événements (B

n

)

n2IN

sont indépendants alors :

X

Prob[B

n

℄ =1() P

2

4

\

n

0

�0

[

n�n

0

B

n

3

5

= 1 :

Si les B

n

sont indépendants et si leurs probabilités sont su�samment fortes pour que la série diverge

alors une in�nité de B

n

seront réalisés simultanément.

Démonstration : Ave les mêmes notations que dans la démonstration préédente, la probabilité de

C

n

0

se alule en utilisant l'hypothèse d'indépendane :

Prob[C

n

0

℄ = Prob

2

4

[

n�n

0

B

n

3

5

= 1� Prob

2

4

\

n�n

0

B

n

3

5

= 1�

Y

n�n

0

(1� Prob[B

n

℄) :

Dire que la série

P

Prob[B

n

℄ diverge équivaut à dire que le produit

Q

(1�Prob[B

n

℄) tend vers 0, soit

que la probabilité de C

n

0

vaut 1 pour tout n

0

. Don la probabilité de leur intersetion vaut 1. �
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Voii quel est le rapport ave la onvergene presque sûre d'une suite de variables aléatoires. La suite

(X

n

)

n2IN

et sa limite éventuelle X étant données, dé�nissons l'événement :

B

"

n

= � jX

n

�X j � "� :

Dire que X

n

onverge vers X 'est dire que pour tout ", le omplémentaire B

"

n

est toujours réalisé

à partir d'un ertain rang n

0

. La suite (X

n

) onverge vers X presque sûrement ('est à dire ave

probabilité 1) si et seulement si pour tout " > 0 :

Prob

2

4

\

n

0

�0

[

n�n

0

B

"

n

3

5

= 0 :

Corollaire 3.3 Si la série de terme général Prob[jX

n

� X j � "℄ onverge, alors (X

n

) tend vers X

presque sûrement.

Considérons par exemple une suite (X

n

) de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes :

Prob[X

n

= 1℄ = p(n) Prob[X

n

= 0℄ = 1� p(n) :

Si

P

p(n) <1 alors X

n

onverge p.s. vers 0 : la suite ne prendra qu'un nombre �ni de fois la valeur

1. Si

P

p(n) =1, la suite prendra une in�nité de fois la valeur 1.

Il est légitime de se demander si une suite de variables aléatoires peut onverger ave une probabilité

di�érente de 0 ou 1. La loi du zéro-un de Kolmogorov ([37℄ p. 124) montre que e n'est pas possible

si les variables sont indépendantes.

Théorème 3.4 Soit (X

n

)

n2IN

une suite de variables aléatoires indépendantes. Soit A un événement

exprimable en fontion de (X

n

)

n2IN

, mais indépendant de (X

1

; : : : ; X

n

) pour tout n.

Alors Prob(A) = 0 ou 1.

Démonstration : Nous admettrons que l'on peut approher l'événement A à " près au sens de la proba-

bilité sur l'espae produit, par une suite d'événements (A

n

), tels que pour tout n A

n

soit exprimable

en fontion de (X

1

; : : : ; X

n

).

Prob[A nA \ A

n

℄ < " et Prob[A

n

nA \ A

n

℄ < " : (3.1)

Or par hypothèse, A et A

n

sont indépendants. On en déduit :

Prob[A℄ � Prob[A℄Prob[A

n

℄ < " ;

et en passant à la limite,

Prob[A℄ = (Prob[A℄)

2

:

L'événement A est don indépendant de lui-même. �

Parmi les événements A auxquels la loi du zéro-un de Kolmogorov s'applique, auun ne peut dépendre

que d'un nombre �ni de variables. Ils onernent tous des propriétés asymptotiques de la suite :

onvergene de (X

n

) ou de

P

X

n

, propriétés de la limite supérieure, et. . .

La loi du zéro-un de Hewitt-Savage ([37℄ p. 125) part d'une hypothèse plus restritive, mais sa por-

tée est un peu plus large. Elle onerne des événements invariants par permutation �nie des variables.

Dé�nition 3.5 Soit (X

n

)

n2IN

une suite de variables aléatoires.

Soit A = A(X

1

; X

2

; : : : ) un événement exprimable en fontion de (X

n

)

n2IN

. On dit que A est invariant

par permutation �nie des variables si pour tout i < j 2 IN :

A(X

1

; : : : ; X

i

; : : : ; X

j

; : : : ) = A(X

1

; : : : ; X

j

; : : : ; X

i

; : : : ) :

Le fait que A ne soit pas modi�é si on éhange deux variables de la suite entraîne que A reste invariant

si on en permute un nombre �ni quelonque (omparer ave la dé�nition 2.12).
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Théorème 3.6 Soit (X

n

)

n2IN

une suite de variables aléatoires indépendantes et de même loi. Soit A

un événement exprimable en fontion de (X

n

)

n2IN

, invariant par permutation �nie des oordonnées.

Alors Prob(A) = 0 ou 1.

Démonstration : Reprenons la suite (A

n

) d'événements approhant A de la démonstration préédente.

Notons B

n

l'événement obtenu en inversant l'ordre des 2n premières variables de la suite, les autres

restant �xes. Par hypothèse, les inégalités (3.1) vraies pour A

n

, le sont aussi pour B

n

. On en déduit

que la di�érene symétrique entre A et A

n

\ B

n

a une probabilité inférieure à 4". Mais omme A

n

dépend des n premières variables, B

n

dépend des n suivantes, et ils sont don indépendants. Don :

Prob[A℄� Prob[A

n

℄Prob[B

n

℄ < 4" ;

et en passant à la limite,

Prob[A℄ = (Prob[A℄)

2

:

�

Parmi les événements A auxquels s'applique la loi du zéro-un de Hewitt-Savage on retrouve les

événements asymptotiques du théorème 3.4. Mais il y en a d'autres. Posons par exemple S

n

= X

1

+

� � �+X

n

et B

n

= �

1

n

S

n

2 I�, où I est un intervalle de IR. L'événement :

A =

\

n

0

�0

[

n�n

0

B

n

;

�les moyennes de Cesaro de la suite (X

n

) visitent I une in�nité de fois� a pour probabilité 0 ou 1 :

omparer ave le orollaire 2.3.

3.2 Glebskii-Fagin

Pour un logiien, une loi du zéro-un n'est pas néessairement une bonne nouvelle : si dans un langage

donné les probabilités sont prohes de 0 ou 1, ela signi�e que toute proposition ou sa négation est

presque une tautologie, et don que le langage onsidéré n'a qu'un faible pouvoir d'expression (voir

[1, 2, 3, 15, 60℄). Néanmoins les lois du zéro-un en logique ont quelque hose de fasinant, par la

généralité et la simpliité de leur énoné. Celle que nous allons démontrer (théorème 3.13) est due

indépendamment à Glebskii et al. [48℄ et Fagin [35℄, et onerne la logique du premier ordre. N'étant

pas en mesure de développer un ours de logique (voir par exemple [16, 31, 70, 71℄), nous nous

ontenterons d'en reprendre quelques notions élémentaires en les reliant aux exemples de modèles qui

ont été introduits dans la partie préédente.

Nous partons d'un ensemble �ni R de relations, (appelées aussi prédiats) onernant haune un

nombre �xé d'objets. Ce nombre est l'arité de la relation. L'ensemble des objets auxquels s'appliquent

les relations est �ni, mais sa taille est destinée à tendre vers l'in�ni. C'est le domaine, que nous noterons

X

n

. Le ouple (R; X

n

) onstitue un modèle.

Dans le premier modèle que nous avons introduit, le domaine est f1; : : : ; ng, auquel s'applique une

relation unaire R : pour i 2 f1; : : : ; ng, Ri signi�e que la oordonnée i vaut 1 et :Ri qu'elle vaut 0.

Pour une image binaire, le domaine est l'ensemble des pixels, identi�é à f1; : : : ; ng

2

. La ouleur C des

pixels est aussi une relation unaire : Ci pour un pixel noir, :Ci pour un blan.

Tous les modèles que nous onsidérons ontiennent impliitement l'égalité, qui est une relation

binaire. A partir du moment où nous introduisons une struture de graphe, omme dans les on�-

gurations yliques (exemples 1 et 2), une autre relation binaire apparaît. Le domaine est alors vu

omme un ensemble de sommets et si i et j sont deux sommets, Rij signi�e qu'ils sont reliés par

une arête. Pour parler d'une image en distinguant la vertiale de l'horizontale, nous aurons besoin

de deux relations binaires, V et H . Tous les graphes que nous avons onsidérés jusqu'ii sont non

orientés et sans boule. Mais pour une relation binaire quelonque, Rii est possible et Rij n'implique

pas néessairement Rji.
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Un modèle (R; X

n

) étant �xé, on dé�nit une struture en donnant une liste de faits relatifs aux

relations de R appliquées aux éléments de X

n

. Chaque fait possible Ri

1

; : : : i

k

doit apparaître dans la

liste, soit a�rmé, soit nié (mais pas les deux). La �gure 5 donne un exemple de struture pour une

seule relation binaire et le domaine f1; 2; 3g (graphe orienté).

2

31

Fig. 5 � Exemple de struture pour une relation binaire (graphe orienté à 3 sommets) :

fR11;:R22; R33; R12; R21; R23;:R32; R13;:R31g :

Nous notons E

n

l'ensemble de toutes les strutures relatives au modèle (R; X

n

). Supposons que R

ne ontienne qu'une relation k-aire R. On peut voir une struture S omme une appliation de (X

n

)

k

dans f0; 1g, qui à tout k-uplet (i

1

; : : : ; i

k

) d'éléments de X

n

, assoie 1 si S ontient le fait Ri

1

: : : i

k

et 0 si S ontient :Ri

1

; : : : ; i

k

. Nous avons utilisé e genre d'identi�ation dans la partie préédente

pour les graphes, les images et la k-satis�abilité. Pour une seule relation k-aire sur X

n

= f1; : : : ; ng,

il y a 2

n

k

strutures et nous noterons E

n;R

leur ensemble. Dans le as général, on peut par le même

raisonnement identi�er E

n

à un produit artésien, dont haune des omposantes orrespond à une

relation de la struture :

E

n

= �

R2R

E

n;R

:

Nous munissons E

n

d'une loi de probabilité paramétrée qui généralise elles de la partie préédente.

Dé�nition 3.7 Soit E

n

l'ensemble des strutures relatives à un modèle (R; X

n

). A haque relation

R 2 R, assoions un réel p

R

ompris entre 0 et 1, et notons p l'ensemble des paramètres p

R

, pour

R 2 R. On dé�nit la probabilité �

n;p

sur E

n

omme suit.

1. Pour tout S 2 E

n

, la probabilité que S ontienne le fait Ri

1

: : : i

k

est p

R

.

2. Tous es événements sont indépendants dans leur ensemble.

Dans le as d'une seule relation unaire sur f1; : : : ; ng, on retrouve la probabilité �

n;p

de 2.1. Si R

ontient une seule relation binaire (non symétrique), une struture est un graphe orienté, ave boules.

Dans e as la probabilité �

n;p

est l'analogue pour les graphes orientés de la loi des graphes aléatoires

de la setion 2.2 (voir par exemple [65, 80℄).

La logique du premier ordre est une formalisation onstruite à partir des symboles logiques

8; 9;:;^;_;=, de relations d'arité �nie R

1

; R

2

; : : : , et de variables x

1

; x

2

; : : : Si R 2 R est une

relation k-aire et (x

1

; : : : ; x

k

) un k-uplet de variables, la formule élémentaire Rx

1

: : : x

k

est un atome.

Nous utiliserons l'abréviation lassique x pour le k-uplet (x

1

; : : : ; x

k

) et Rx pour l'atome Rx

1

; : : : x

k

.

Par dé�nition, la logique du premier ordre est onstituée de l'ensemble des formules que l'on peut

onstruire de manière réursive à partir des atomes, en utilisant les onneteurs logiques habituels.

Dé�nition 3.8 La logique du premier ordre relative à l'ensemble de relations R est l'ensemble de

formules L

1

dé�ni de la façon suivante.

1. Pour tout k, toute relation k-aire R 2 R et tout k-uplet x de variables, Rx 2 L

1

.

2. Si A et B sont des formules de L

1

, alors (:A), (8xAx) et (A ^ B) appartiennent aussi à L

1

.
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Comme onséquene, si A et B sont deux formules de L

1

, (9xAx), (A _ B), (A ! B) et (A $ B)

sont aussi dans L

1

: les logiiens notent A ! B l'impliation (:A _ B) et A $ B l'équivalene

(A! B) ^ (B ! A).

A partir du moment où un univers X

n

a été �xé (disons f1; : : : ; ng), les relations s'appliquent aux

éléments de X

n

. Considérons par exemple la stabilité d'un sous-graphe (exemple 1). Notons R

1

la

relation unaire et R

2

la relation binaire de voisinage. La formule de dé�nition (2.7) s'érira :

8x; y (R

1

x ^R

2

xy) ! :R

1

y : (3.2)

Parmi toutes les formules de L

1

, seules nous intéressent elles dont on peut déider si elles sont vraies

ou fausses pour une struture donnée. Nous onviendrons don d'appeler proposition une formule de

L

1

dont toutes les variables sont quanti�ées (formule lose ou phrase en logique). Soit S une struture

et A une proposition de L

1

. Comme A est onstruite à partir des relations de R (dé�nition 3.8), elle

est ou non ompatible ave S. Si elle l'est, on dit que S �satisfait� A, et on note S j= A. La donnée

de A partitionne l'ensemble E

n

en deux sous-ensembles : l'ensemble des strutures qui satisfont A,

que nous noterons A

n

, et son omplémentaire. Nous dirons aussi que A

n

est l'ensemble des strutures

pour lesquelles A est vraie. Les logiiens munissent habituellement l'ensemble E

n

de l'équiprobabilité,

auquel as la probabilité que A soit vraie est le rapport du ardinal de A

n

au ardinal de E

n

. C'est

un as partiulier de la dé�nition 3.7 (si tous les p

R

valent

1

2

). Dans le as général, la probabilité que

A soit vraie sera :

�

n;p

(A

n

) =

X

Sj=A

�

n;p

(S) :

Le résultat prinipal de ette setion (théorème 3.13) dit que pour tout R, toute famille de paramètres

p, et toute proposition du premier ordre A, la probabilité �

n;p

(A

n

) que A soit vraie tend vers 0 ou

1 quand la taille n du domaine tend vers l'in�ni. La lé de la démonstration est le théorème 3.11 dû

à Gaifman [45℄. Nous ne donnerons pas sa démonstration, qui est basée sur le jeu d'Ehrenfeuht [32℄

(voir [30℄ p. 44 et [101℄ p. 318 pour le as des graphes). Il ramène l'étude de L

1

à des propositions

d'un type partiulier, les extensions.

Dé�nition 3.9 Soit X

n

= fx

1

; : : : ; x

n

g un ensemble de n variables distintes. On appelle desription

omplète de X

n

une onjontion D d'atomes telle que pour tout k, toute relation k-aire R 2 R et tout

k-uplet x de variables de X

n

, D ontient soit Rx, soit :Rx (mais pas les deux).

Appliquée à un domaine X

n

, Une desription omplète répond don à toutes les questions possibles

onernant X

n

. Il existe une struture et une seule qui la satisfait. Dans la struture des graphes à n

sommets, une desription omplète donne la liste de tous les ouples de sommets reliés et de tous les

ouples qui ne le sont pas.

Dé�nition 3.10 Soit X

m

= fx

1

; : : : ; x

m

g un m-uplet de variables, et D = D(X

m

) une desription

omplète de X

m

. Soit y une nouvelle variable, et D

0

= D

0

(X

m

; y) une desription omplète de X

m

[fyg.

On dit que D

0

étend D si D

0

! D.

On appelle extension toute proposition du type :

8x

1

; : : : ; x

m

;

0

�

^

1<i<j<m

x

i

6= x

j

1

A

^D(X

m

) ! 9y ;

 

^

1<i<m

y 6= x

i

!

^D

0

(X

m

; y) ; (3.3)

où :

� X

m

= fx

1

; : : : ; x

m

g désigne un sous-ensemble de ardinal m de variables distintes,

� D(X

m

) est une desription omplète de X

m

,

� y est une variable distinte des x

i

,

� D

0

(X

m

; y) est une desription omplète de X

m

[ fyg qui étend D(X

m

).

Voii deux exemples d'extensions dans le langage des graphes non orientés (la relation de voisinage R

est symétrique).

8x9y ; y 6= x ^ Rxy :
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(Auun sommet n'est isolé).

8x

1

; x

2

; (x

1

6= x

2

^ Rx

1

x

2

) ! 9y (y 6= x

1

^ y 6= x

2

^ Rx

1

y ^ Rx

2

y) :

(Toute arête est dans un triangle).

La �gure 6 illustre une extension dans le modèle des graphes orientés (pour une relation binaire).

1

2 3x

x

x

y

Fig. 6 � Exemple d'extension dans le modèle des graphes orientés.

Théorème 3.11 L'ensemble T � L

1

de toutes les extensions est onsistant et omplet.

En lair, toute proposition de la logique du premier ordre ou son ontraire est impliquée par une

onjontion �nie d'extensions. On en déduit immédiatement le orollaire suivant.

Corollaire 3.12 Si la probabilité de toute extension tend vers 1, alors la probabilité de toute propo-

sition du premier ordre tend vers 0 ou 1.

Théorème 3.13 Soit :

� R un ensemble �ni de relations,

� n un entier et X

n

un domaine de ardinal n,

� E

n

l'espae des strutures du modèle (R; X

n

),

� p = fp

R

; R 2 Rg une famille de paramètres stritement ompris entre 0 et 1,

� �

n;p

la loi de probabilité de paramètre p sur E

n

(dé�nition 3.7).

Soit A 2 L

1

une proposition du premier ordre quelonque et A

n

� E

n

l'ensemble des strutures qui

satisfont A. Alors :

lim

n!1

�

n;p

(A

n

) = 0 ou 1 :

Démonstration : D'après le orollaire 3.12, il nous su�t d'examiner les probabilités des extensions.

Soit T l'extension dé�nie par la formule (3.3), et T

n

l'ensemble des strutures de E

n

qui satisfont T .

Nous allons montrer que �

n;p

(E

n

n T

n

) tend vers 0. La proposition :T s'érit :

9x

1

; : : : ; x

m

;

0

�

^

1<i<j<m

x

i

6= x

j

1

A

^D(X

m

) ^ 8y

 

^

1<i<m

y 6= x

i

!

! :D

0

(X

m

; y) :

Choisissons m éléments distints de X

n

, notons X

m

leur ensemble et T

n;X

m

l'ensemble des strutures

de E

n

qui satisfont :

D(X

m

) ^ 8y:D

0

(X

m

; y) :

L'ensemble E

n

nT

n

est la réunion des T

n;X

m

: il y en a

�

n

m

�

. Par symétrie de la loi �

n;p

leurs probabilités

sont égales. On peut don �xer un sous-ensemble X

m

et érire :

�

n;p

(E

n

n T

n

) �

�

n

m

�

�

n;p

(T

n;X

m

) :

Par rapport à D(X

m

), la desription D

0

(X

m

; y) ontient en plus tous les atomes relatifs à y. Pour un

y �xé, le nombre de es atomes est borné indépendamment de n. Don la probabilité de :D

0

(X

m

; y)
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est un ertain réel ~p, indépendant de n dès que n > m. Comme tous les p

R

sont di�érents de 0 et 1, il

en est de même pour ~p. A ause de l'indépendane des faits, la probabilité de T

n;X

m

est majorée par

~p

n�m

(ar n�m est le ardinal de X

n

nX

m

). On obtient don :

�

n;p

(E

n

n T

n

) �

�

n

m

�

~p

n�m

;

qui tend vers 0 quand n tend vers l'in�ni. �

Le théorème 3.13 est ertes important mais il ne ouvre pas les modèles intéressants en pratique.

Par exemple, il s'applique aux graphes orientés ave boule (si R est onstitué d'une seule relation

binaire) mais pas aux graphes non orientés de la dé�nition 2.16. Ceux-i sont ontraints de véri�er la

propriété suivante :

(8x :Rxx) ^ (8x 6= y Rxy ! Ryx) : (3.4)

La probabilité �

�(n);p

sur les graphes non orientés est en fait une probabilité onditionnelle sahant

(3.4). On démontre que le théorème 3.13 s'étend à tous les modèles dits paramétriques, pour lesquels

le onditionnement s'exprime par une onjontion de formules du type 8x  (x), omme (3.4). Ce

résultat est dû à Obershelp [88℄ (voir aussi [30℄ p. 74 et [101℄ p. 317 pour les graphes non orientés).

Mais de nombreux modèles ne relèvent ni du théorème 3.13, ni de son extension aux ondition-

nements de type paramétrique. C'est le as en partiulier des images aléatoires (dé�nition 2.19). Le

langage des images omporte une relation unaire (la ouleur C) et deux relations binaires de voisinage

(horizontal H et vertial V ). Le domaine est X

n

= f1; : : : ; ng

2

. Parmi toutes les strutures, seules

nous intéressent elles pour lesquelles le graphe dérit par les faits Hxy et V xy est exatement le tore

à deux dimensions. Assoions aux trois relations une famille de paramètres p = fp

C

; p

H

; p

V

g. Pour

la loi �

n

2

;p

, la probabilité de l'ensemble I

n

des images de taille n� n déroît exponentiellement ave

n. La loi de probabilité des images aléatoires (dé�nition 2.19), est la loi onditionnelle �

n

2

;p

( � j I

n

).

Dans le modèle des on�gurations yliques (exemples 1 et 2), la relation binaire est ontrainte de

manière à dérire le graphe ylique C

n

(dé�nition 2.14). Di�érents types de ontraintes pour des

ensembles de relations unaires et binaires dans le adre des logiques de desription sont proposés dans

[95℄. Dans [35℄ p. 57, Fagin montre que la loi du zéro-un pour �

n;p

n'entraîne pas néessairement

un résultat analogue pour des probabilités onditionnelles (voir aussi le hapitre 3 de [30℄ ainsi que

[57, 58℄). Dans la setion 8 de [15℄, Compton liste quelques problèmes ouverts dans e domaine. Nous

nous ontenterons de démontrer la loi du zéro-un pour les on�gurations yliques aléatoires. Ce qui

suit s'adapte sans di�ulté aux images aléatoires.

Proposition 3.14 On onsidère le modèle (R; X

n

) dé�ni par :

� R = fR

1

; R

2

g, où R

1

est unaire et R

2

binaire symétrique.

� X

n

= f1; : : : ; ng.

Soit C

n

� E

n

l'ensemble des strutures dont les faits relatifs à R

2

sont les suivants (f. de�nition

2.14).

�

R

2

ij si j = i� 1 modulo n ;

:R

2

ij sinon.

Soit p = p

R

1

2 [0; 1℄ un paramètre réel. Notons �

n;p

la probabilité onditionnelle �

n;p

( � jC

n

) (la

probabilité paramétrant R

2

n'intervient pas dans la dé�nition de �

n;p

).

Soit A 2 L

1

une proposition du premier ordre quelonque et A

n

� C

n

l'ensemble des strutures

qui satisfont A. Alors :

lim

n!1

�

n;p

(A

n

) = 0 ou 1 :

Démonstration : Contrairement au théorème 3.13, ertaines extensions ont une probabilité qui tend

vers 0, d'autres vers 1 et le orollaire 3.12 ne s'applique pas. Nous allons utiliser un autre théorème

de Gaifman, qui exprime di�éremment le aratère loal de la logique du premier ordre. On note d

la distane usuelle entre sommets du graphe ylique, et S(x; r) (sphère de entre x et de rayon r)
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l'ensemble des sommets à distane au plus r de x. On appelle proposition loale basique une proposition

du type suivant.

9x

1

: : : 9x

m

0

�

^

1�i<j�m

d(x

i

; x

j

) > 2r

1

A

^

0

�

^

1�i�m

 

i

(x

i

)

1

A

; (3.5)

où :

� m et r sont des entiers positifs �xés,

� pour tout i = 1; : : : ;m,  

i

(x) désigne une formule de L

1

pour laquelle seule la variable x est

libre (non quanti�ée), et les autres variables appartiennent toutes à la sphère S(x; r).

Le théorème de Gaifman (voir [46℄ ou [30℄ p. 30) a�rme que toute proposition du premier ordre est

équivalente à une ombinaison booléenne �nie de propositions loales basiques. Pour démontrer la

proposition 3.14, il su�t don de montrer que la probabilité de toute proposition loale basique tend

vers 0 ou 1 (f. lemme 2.5).

Examinons tout d'abord les formules  

i

(x). Soit l'une d'entre elles est insatis�able, auquel as la

proposition loale basique (3.5) est de probabilité nulle, soit toutes sont satis�ables, et nous allons

montrer que la probabilité de (3.5) tend vers 1. Nous supposons désormais que n est stritement plus

grand quem(2r+1). Dire que  

i

(x) est satis�able équivaut à dire qu'il existe une desription omplète

de la sphère S(x; r) qui implique  

i

(x). Pour tout i = 1; : : : ;m, nous �xons une telle desription

omplète, que nous notons D

i

(x). Nous allons ensuite limiter les entres de sphères possibles. Nous

dirons que x

1

; : : : ; x

m

sont r-onséutifs s'ils sont distints et si pour tout i = 2; : : : ;m :

d(x

i�1

; x

i

) = 2r + 1 :

Il est lair que si x

1

; : : : ; x

m

sont r-onséutifs, alors deux quelonques d'entre eux sont à distane

stritement supérieure à 2r. La proposition loale basique (3.5) est alors impliquée par la proposition

suivante.

9x

1

; : : : ; x

m

r-onséutifs

^

1�i�m

D

i

(x

i

) : (3.6)

Notons D ette proposition et D

n

l'ensemble des strutures de C

n

qui satisfont D. Nous voulons

montrer que �

n;p

(D

n

) tend vers 1. La sphère S(x; r) a 2r+1 éléments, don la probabilité de haque

D

i

(x) est minorée par ~p = minfp; 1�pg

2r+1

. Si x

1

; : : : ; x

m

sont r-onséutifs, D

1

(x

1

)^ : : :^D

m

(x

m

)

est une desription omplète de la réunion des sphères S(x

i

; r), qui est un segment du graphe ylique,

ontenant exatement m(2r+1) points. Sa probabilité est minorée par ~p

m

. La probabilité qu'une telle

desription omplète apparaisse dans une on�guration ylique aléatoire de taille n tend vers 1 quand

n tend vers l'in�ni. �

Les logiiens ont évidemment herhé très t�t à étendre le théorème 3.13 à la logique du seond ordre.

La loi du zéro-un est vraie pour ertains fragments, fausse pour d'autres : voir les artiles de synthèse

de Kolaitis et Vardi [67, 68℄ et Le Bars [73℄. Ce dernier est l'auteur de plusieurs exemples de propriétés

dont la probabilité ne tend ni vers 0 ni vers 1 (voir [72, 74, 75℄).

Dans la setion préédente, nous avons plusieurs fois observé que les propriétés intéressantes sont

souvent loalisées autour de valeurs de la probabilité tendant vers 0 ave n. Il semble don souhaitable

de faire varier ave n le paramètre p de la dé�nition 3.7. Pour les images aléatoires, la proposition

2.21 montre que la fontion seuil pour l'existene d'une sous-image �xée est une puissane rationnelle

de n. C'est le as aussi pour l'apparition d'un sous-graphe dans un graphe aléatoire ([101℄ p. 300).

Si on hoisit pour p(n) une puissane non rationnelle de n, alors la probabilité d'apparition d'une

sous-image ou d'un sous-graphe tendra vers 0 ou 1. Shelah et Spener ont montré que 'est aussi le

as pour les extensions (voir [98℄, [101℄ p. 315 ainsi que [99, 100, 102℄).

Théorème 3.15 Soit � un réel non rationnel, stritement positif. Considérons le modèle de graphe

aléatoire G(n; n

��

) (f. dé�nition 2.16). La probabilité de toute proposition du premier ordre tend vers

0 ou 1.
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3.3 Friedgut-Kalai

Cette setion est onsarée au théorème de Friedgut et Kalai [44℄, que nous avons déjà évoqué

en 2.1. Nous reprenons don le modèle de base de 2.1, à savoir l'espae E

n

= f0; 1g

n

, muni de la loi

produit �

n;p

(dé�nition 2.1). A�n d'alléger un peu les notations, nous remplaerons �

n;p

par �

p

dans

toute ette setion. Le théorème 3.16 donne un majorant de la largeur du seuil pour toute propriété

roissante (dé�nition 2.6) et symétrique (dé�nition 2.12).

Théorème 3.16 Soit A une propriété roissante et symétrique. Pour tout � 2 [0; 1℄, notons p

�

la

valeur de p telle que �

p

�

(A) = �. Il existe une onstante universelle C � 7:03 telle que pour tout

" 2℄0; 1=2℄, on a :

p

1�"

� p

"

� C

log

1�"

"

logn

:

La démonstration de e théorème sera l'oasion de déouvrir une nouvelle manière d'approher les lois

du zéro-un en étudiant la largeur du seuil. La première remarque importante orrespond à l'intuition

selon laquelle la probabilité de A passera d'autant plus rapidement de 0 à 1 que le graphe de la fontion

p 7! �

p

(A) aura une pente plus raide près du seuil. On herhera don à montrer que

d�

p

(A)

dp

est grand

devant �

p

(A) lorsque �

p

(A) �

1

2

, et grand devant 1��

p

(A) lorsque �

p

(A) �

1

2

. Cela revient au même

de montrer que

d�

p

(A)

dp

est grand devant �

p

(A)(1 � �

p

(A)). La formulation préise est donnée par le

lemme suivant.

Lemme 3.17 Soit a un réel positif tel que pour tout p 2 [0; 1℄ :

d�

p

(A)

dp

� a�

p

(A)(1� �

p

(A)) :

Alors, pour tout " dans ℄0; 1=2℄,

p

1�"

� p

"

�

2

a

log

1� "

"

:

Démonstration : On a :

d�

p

(A)

dp

�

p

(A)(1� �

p

(A))

� a ;

soit :

d log

�

p

(A)

1��

p

(A)

dp

� a :

D'où, en intégrant entre p

"

et p

1�"

,

2 log

1� "

"

� a (p

1�"

� p

"

) :

�

La deuxième remarque fondamentale est que la dérivée

d�

p

(A)

dp

s'exprime à l'aide de la somme des

in�uenes des oordonnées, que l'on peut voir omme une mesure de la frontière de A. Ce fait est

bien onnu en théorie de la perolation sous le nom de �lemme de Russo�. Pour l'énoner préisément,

nous avons besoin de quelques dé�nitions. Nous devons notamment dé�nir, pour tout k = 1; : : : ; n

l'ensemble des points de A tels que le hangement de la k-ième oordonnée les fait sortir de A :

A

k

= fx 2 A t.q. T

k

(x) 2 E

n

nAg ;

où T

k

(x) désigne la on�guration y telle que y(i) = x(i) pour i 6= k et y(k) = 1�x(k). L'ensemble A

k

apparaît omme la frontière de A relative à la k-ième oordonnée.

L'in�uene de la k-ième oordonnée est une mesure de la frontière relative à la k-ième oordonnée,

et don apparaît logiquement omme une mesure en dimension n� 1.
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Dé�nition 3.18 Pour tout u 2 E

n�1

, on note :

l

k

(u) = f(u

1

; : : : ; u

k�1

; 0; u

k

; : : : ; u

n�1

) ; (u

1

; : : : ; u

k�1

; 1; u

k

; : : : ; u

n�1

)g :

On appelle in�uene de la k-ième oordonnée sur A et on note I

A

(k) le nombre :

I

A

(k) = �

n�1;p

(fu 2 E

n�1

t:q: 11

A

n'est pas onstante sur l

k

(u)g) :

Dans la mesure où A est un ensemble roissant, il est faile de voir que pI

A

(k) = �

p

(A

k

). Le lemme

de Russo montre que la dérivée de �

p

(A) est égale à la somme des in�uenes (voir [54℄, p. 35 théorème

2.25).

Lemme 3.19 Si A est roissante,

d�

p

(A)

dp

=

n

X

k=1

I

A

(k) :

Démonstration : Fixons k dans f1; : : : ; ng, et donnons-nous deux n-uplets p = (p

1

; : : : ; p

n

) et p

0

=

(p

0

1

; : : : ; p

0

n

) de [0; 1℄

n

tels que :

8i 6= k ; p

i

= p

0

i

et p

k

� p

0

k

:

Comme dans la démonstration du lemme 2.7, onsidérons un éhantillon (U(i))

i=1;::: ;n

de n variables

aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0; 1℄, et posons :

8i 2 f1; : : : ; ng; X(i) = 11

[0;p

i

℄

(U(i)) et Y (i) = 11

[0;p

0

i

℄

(U(i)) ;

de sorte que

8i 2 f1; : : : ; ng; X(i) � Y (i) :

Les veteurs aléatoires X = (X(i)) et Y = (Y (i)) ont pour lois respetives �

p

et �

p

0

, où �

p

désigne

la probabilité sur E

n

telle que :

�

p

(x) =

n

Y

i=1

p

x

i

i

(1� p

i

)

1�x

i

:

Comme A est roissante, X 2 A entraîne Y 2 A, et :

�

p

0

(A)� �

p

(A) = Prob[Y 2 A et X =2 A℄ ;

= Prob[(X =2 A et T

k

(X) 2 A et p

k

� U(k) < p

0

k

℄ ;

= Prob [T

k

(X) 2 A

k

et p

k

� U(k) < p

0

k

℄ ;

= I

A

(k) (p

0

k

� p

k

) ;

en adaptant la dé�nition de I

A

(k) à la mesure �

p

. On en déduit que :

��

p

(A)

�p

k

= I

A

(k) :

Don, si p = (p; p; : : : ; p),

d�

p

(A)

dp

=

n

X

i=1

I

A

(k) :

�

Une inégalité de la forme

d�

p

(A)

dp

� a�

p

(A)(1 � �

p

(A)) peut être interprétée omme une inégalité

isopérimétrique. En e�et, omme l'indique le lemme de Russo,

d�

p

(A)

dp

est une mesure de la frontière

(surfae) de A, tandis que �

p

(A)(1� �

p

(A)) est une mesure de son volume. On verra dans la setion

4.2 les liens étroits entre isopérimétrie et onentration de la mesure.
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Nous sommes maintenant ramenés à l'étude de la somme des in�uenes. Or si A est symétrique, les

in�uenes I

A

(k) sont toutes égales. Il su�t alors de montrer que pour A roissante (pas néessairement

symétrique) au moins une des in�uenes dépasse

2

C

logn

n

�

p

(A)(1��

p

(A)), pour en déduire le théorème

3.16. Cela a été prouvé par Kahn, Kalaï et Linial [64℄ dans le as p =

1

2

, puis par Talagrand [105℄

pour le as p quelonque.

La démonstration utilise des tehniques d'analyse harmonique. On peut munir E

n

d'une struture

algébrique isomorphe à (Z=2Z)

n

. La transformation de Fourier sur les groupes �nis (voir par exemple

[96℄) établit une dualité entre les on�gurations de E et les sous-ensembles de f1; : : : ; ng. L'addition

orrespond alors à la di�érene symétrique, et la multipliation à l'intersetion. En e sens, E

n

est

son propre dual. L'analyse de Fourier sur le groupe (Z=2Z)

n

est un �l direteur de e qui suit, même

si elle n'est pas indispensable pour omprendre le raisonnement.

Pour tout i = 1; : : : ; n, on dé�nit l'appliation r

i

, de E

n

dans IR par :

r

i

(x) =

8

<

:

�

q

1�p

p

si x

i

= 1

q

p

1�p

si x

i

= 0

:

Pour S � f1; : : : ; ng, on dé�nit l'appliation r

S

par :

r

S

(x) =

Y

i2S

r

i

(x) :

L'ensemble des appliations (r

S

)

S�f0;::: ;ng

forme une base orthonormée de L

2

(E

n

; �

p

). Dans le as p =

1

2

, 'est un résultat d'algèbre bien onnu, ar les r

S

sont alors les aratères du groupe ((Z=2Z)

n

;+).

On dé�nit aussi n endomorphismes de L

2

(E

n

; �

p

) par :

�

k

f(x) =

�

(1� p)(f(x)� f(T

k

(x))) si x

k

= 1 ;

p(f(x) � f(T

k

(x))) si x

k

= 0 :

L'opérateur �

k

est un analogue disret de la dérivée partielle suivant la k-ième oordonnée, et il est

aratérisé sur notre base de L

2

(E

n

; �

p

) par :

�

k

r

S

=

�

r

S

si k 2 S ;

0 si k 62 S :

Si f = 11

A

, on a, pour tout q � 1 :

k�

k

fk

q

q

= I

A

(k)(p(1� p)

q

+ (1� p)p

q

) : (3.7)

Notamment, en posant �

S

= hf; r

S

i =

R

E

n

f(x)r

S

(x) d�

p

(x), on peut érire :

f =

X

S�f0;::: ;ng

�

S

r

S

;

et :

k�

k

fk

2

2

= k

X

S3k

�

S

r

S

k

2

2

=

X

S3k

�

2

S

:

On en déduit don, (r

S

)

S�f0;::: ;ng

formant une base orthonormée de L

2

(E

n

; �

p

), que :

n

X

k=1

I

A

(k) =

1

p(1� p)

n

X

k=1

k�

k

fk

2

2

=

1

p(1� p)

n

X

k=1

k

X

S3k

�

S

r

S

k

2

2

=

1

p(1� p)

n

X

k=1

X

S3k

�

2

S

=

1

p(1� p)

X

S

jSj�

2

S

:
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D'un autre �té, on a :

�

p

(A) = kfk

2

2

=

X

S

�

2

S

;

et omme �

;

= �

p

(A),

X

S 6=;

�

2

S

= �

p

(A)(1 � �

p

(A)) :

Si ette somme n'est pas portée prinipalement par les �

S

pour jSj petit, alors

P

S

jSj�

2

S

sera signi-

�ativement plus grande. Cela peut être montré pour les �

k

f , qui ont un support petit, mais non

vide : elles sont trop irrégulières pour que �

S

11

S3k

soit toujours petit quand jSj est grand.

Le noyau dur de la démonstration du théorème 3.16 est un lemme d'hyperontrativité démontré

par Bekner [5℄ pour p =

1

2

et modi�é par Talagrand [105℄ pour traiter le as p quelonque.

Lemme 3.20 Pour tout nombre q � 2, pour tout p 2 [0; 1℄ et toute famille (a

S

)

jSj�k

, on a :













X

jSj�k

a

S

r

S













q;�

p

�

 

s

q � 1

p(1� p)

!

k













X

jSj�k

a

S

r

S













2;�

p

:

Démonstration : (Fin de la démonstration du théorème 3.16.)

La démonstration qui suit est tirée de l'artile de Bourgain et Kalai ([9℄). Dans la suite, on notera :

� =

X

S 6=;

�

2

S

= �

p

(A)(1� �

p

(A)) :

Soit � 2 [0; 1℄, et K, dépendant de �, dé�ni omme suit :

K = inf

8

<

:

j 2 f1; : : : ; ng t.q.

X

0<jSj�j

�

2

S

� ��

9

=

;

:

On dé�nit :

g =

X

0<jSj�K

�

S

r

S

:

On a alors :

�� �

X

0<jSj�K

jSj�

2

S

=

X

S2E

n

jSj hf; r

S

i hg; r

S

i

=

n

X

k=1

X

S3k

hf; r

S

ihg; r

S

i

=

n

X

k=1

X

S

h�

k

f; r

S

i h�

k

g; r

S

i

=

n

X

k=1

h�

k

f;�

k

gi :

En utilisant l'inégalité de Hölder ave

4

3

et 4 omme exposants onjugués, on obtient :

�� �

n

X

k=1

k�

k

fk

4

3

k�

k

gk

4

:

De l'égalité 3.7, on déduit :

k�

k

fk

4

3

= ((1� p)

1

3

+ p

1

3

)

3

4

k�

k

fk

3

2

2

�

p

2k�

k

fk

3

2

2

:
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D'autre part, le lemme 3.20 implique :

k�

k

gk

4

� C

K

1

k�

k

gk

2

;

où :

C

1

=

s

3

p(1� p)

:

On a alors :

�� �

p

2C

K

1

n

X

k=1

k�

k

fk

3

2

2

k�

k

gk

2

�

p

2C

K

1

max

i

k�

k

gk

1

2

2

n

X

k=1

k�

k

fk

3

2

2

k�

k

gk

1

2

2

:

L'inégalité de Cauhy-Shwarz entraîne alors :

�� �

p

2C

K

1

max

i

k�

k

gk

1

2

2

 

n

X

k=1

k�

k

fk

2

2

!

3

4

 

n

X

k=1

k�

k

gk

2

2

!

1

4

�

p

2C

K

1

max

k

k�

k

gk

1

2

2

 

X

S

jSj�

2

S

!

3

4

0

�

X

jSj�K

jSj�

2

S

1

A

1

4

�

p

2C

K

1

max

k

k�

k

gk

1

2

2

 

X

S

jSj�

2

S

!

�

p

2C

K

1

max

k

k�

k

gk

1

2

2

n

X

k=1

I

k

(A)p(1� p) :

Or, A étant symétrique, les normes k�

k

gk

2

sont toutes égales :

k�

k

gk

2

2

=

1

n

n

X

j=1

X

S3j

jSj�K

�

2

S

=

1

n

X

jSj�K

jSj�

2

S

�

K

n

� :

On en déduit :

�� �

p

2C

K

1

�

K

n

�

�

1

4

I(A)p(1� p) ;

où on a posé I(A) =

P

n

k=1

I

k

(A). Don :

I(A)p(1� p) �

��

3

4

n

1

4

p

2C

K

1

K

1

4

: (3.8)

D'un autre �té, on a :

I(A)p(1� p) � K

X

jSj�K

�

2

S

� K

0

�

��

X

0<jSj�K�1

�

2

S

1

A

:
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Compte tenu de la dé�nition de K :

I(A)p(1� p) � K�(1� �) : (3.9)

Fixons maintenant � 2℄0; 1[, et hoisissons :

� =

�

(1��) logn

2 log

3

p(1�p)

�

5

4

n

�

4

:

On a alors deux as possibles :

� Si K �

(1��) logn

2 log

3

p(1�p)

, alors d'après (3.9),

I(A)p(1� p) � �

(1� �) logn

2 log

3

p(1�p)

(1� �) :

� Si K �

(1��) log n

2 log

3

p(1�p)

, alors on remarque que l'appliation x 7! x

1

4

C

x

1

est roissante pour x > 0 (ar

C

1

�

p

12), et don en utilisant (3.8),

I(A)p(1� p) �

(1� �) logn

2

p

2 log

3

p(1�p)

�

3

4

�

(1� �) logn

2

p

2 log

3

p(1�p)

� :

Par exemple, si l'on prend � =

1

2

, on obtient que � � 0:289 (le maximum est atteint pour n = 22026),

et on a alors :

I(A) � C

2

logn

p(1� p) log

3

p(1�p)

� ;

ave C

2

=

1�0:289

4

. Or pour tout p 2 [0; 1℄ :

p(1� p) log

3

p(1� p)

�

log(12)

4

;

Don, dans le premier as, on a :

I(A) � 0:286 logn�

p

(A)(1� �

p

(A)) :

Dans le seond as, il su�t de majorer p(1� p) log

3

p(1�p)

pour obtenir :

I(A) �

1

p

2 log 12

logn�

p

(A)(1� �

p

(A)) :

Or

1

p

2 log 12

' 0:2846 < 0:286. On obtient don, dans les deux as possibles :

I(A) �

logn

p

2 log 12

�

p

(A)(1� �

p

(A)) ;

En utilisant le lemme 3.17, on onlut don :

8" 2℄0;

1

2

℄ ; p

1�"

� p

"

� C

log

1�"

"

logn

;

ave C = 2

p

2 log 12 � 7:03. �

La propriété de symétrie (f. dé�nition 2.12) requise dans le théorème 3.3 peut paraître surprenante.

En fait, de telles onditions sont assez naturelles. Donnons quelques exemples.
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Exemple 10 Symétrie totale

Si une propriété A � E

n

, monotone, est invariante sous l'ation du groupe des permutations S

n

tout

entier (propriété totalement symétrique), le théorème 3.3 s'applique, mais la largeur de seuil obtenue,

1

logn

est bien plus grande que elle donnée par la proposition 2.11,

1

p

n

.

Exemple 11 Stabilité

Considérons la propriété :S �ne pas être stable� (dé�nition 2.14) onernant les on�gurations du

graphe ylique à n sommets. Cette propriété est roissante, et invariante par le groupe des permu-

tations yliques, qui est bien transitif sur f1; : : : ; ng. Le théorème 3.3 s'applique don, mais une fois

enore, la largeur de seuil obtenue,

1

logn

est bien plus grande que elle donnée par le alul de la

fontion génératrie,

1

p

n

.

Exemple 12 Runs de longueur u logn

Considérons à nouveau le graphe ylique à n sommets. Soit M

n

la propriété d'avoir au moins un run

de longueur u logn (u > 0 est �xé : voir l'exemple 2 de la setion 2.1). La propriété M

n

s'identi�e

également à un sous-ensemble roissant de E

n

, invariant sous l'ation du groupe ylique. Le théorème

3.3 s'applique enore, et donne ette fois le bon ordre de largeur de seuil

1

logn

.

Exemple 13 Graphes aléatoires

Nous reprenons les notations et les dé�nitions de la setion 2.2. Notamment, on pose �(n) =

�

n

2

�

=

n(n�1)=2. Il est alors naturel de dire qu'un sous-ensemble de E

�(n)

est une propriété de graphe s'il

est invariant par tout automorphisme de graphe. Cei revient à dire que A � E

�(n)

est une propriété

de graphe si et seulement si A est invariante sous l'ation de S

n

(permutations de sommets) sur les

arêtes :

8� 2 S

n

; 8i 6= j; �:(i; j) = (�(i); �(j)) :

Les graphes onsidérés ne omportant pas de boule, l'ation de S

n

sur f1; : : : ; �(n)g est transitive.

On peut don appliquer le théorème 3.3, et en déduire que toute propriété de graphe, au sens énoné

plus haut, a une largeur de seuil de l'ordre de

1

log n

. Mais évidemment, de nombreuses propriétés auront

un seuil plus étroit, omme par exemple la onnexité (théorème 2.17).

Exemple 14 Images aléatoires

Pour les images aléatoires de 2.3, on peut onvenir qu'une propriété d'image est invariante par l'ation

sur les pixels du groupe engendré par les deux translations élémentaires :

�

v

: (i; j) 7! (i+ 1; j) ;

�

h

: (i; j) 7! (i; j + 1) ;

où on identi�e l'ensemble des pixels à (Z=nZ)

2

(onditions de bord toriques). Le groupe de permu-

tations ainsi obtenu agit bien transitivement sur l'ensemble des pixels. On peut don appliquer le

théorème 3.16, et en déduire que toute propriété d'image a une largeur de seuil de l'ordre de

1

logn

au

plus. Là enore, nous avons donné plusieurs exemples de propriétés dont le seuil est plus étroit.

Exemple 15 La k-satis�abilité

Considérons deux types d'ation sur les lauses (pour les dé�nitions, voir le paragraphe 2.4). Tout

d'abord, l'ation de haque élément � de S

n

, qui onsiste à remplaer haque variable X

i

par X

�(i)

dans les lause. Ensuite, les transformations �

k

, qui onsistent à éhanger X

k

et :X

k

dans les lauses.

Voii deux exemples pour des lauses de longuer 3 :

(145):(:X

4

_X

6

_X

5

) = (:X

5

_X

6

_X

4

) ;

�

4

:(:X

5

_X

6

_X

4

) = (:X

5

_X

6

_ :X

4

) :

Le groupe engendré par es éléments agit transitivement sur l'ensemble des lauses de longueur k, et

on le fait agir par l'intermédiaire des lauses sur E

n;k

. On peut don appliquer le théorème 3.16, et en

déduire que toute propriété invariante sous l'ation du groupe que l'on vient de dérire a une largeur

de seuil en

1

logn

.
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Si on ompare le théorème 3.16 à la proposition 2.11, on voit qu'en passant du groupe S

n

tout entier à

un sous-groupe de S

n

dont on requiert seulement qu'il soit transitif sur f1; : : : ; ng, la largeur de seuil

s'en trouve grandement a�etée : elle est au plus de

1

p

n

dans le premier as, et au plus de

1

logn

dans

le seond. Deux questions se posent alors naturellement :

� L'ordre de grandeur O(

1

logn

) est-il optimal ? L'exemple 12 i-dessus montre que pour la propriété

M

n

de ontenir un run de longueur logn, la largeur du seuil est e�etivement en O(

1

logn

). Mais

nous avons donné de nombreux exemples de seuils beauoup plus étroits.

� Peut-on espérer obtenir une largeur de seuil entre

1

logn

et

1

p

n

en regardant une propriété inva-

riante sous l'ation d'un groupe qui est �grand�, mais pas S

n

tout entier ?

Un début de réponse est apporté par le théorème 3.21, dû à Bourgain et Kalai [9℄, qui relie les largeurs

de seuil à une aratéristique du groupe, dé�nie omme suit. Soit G un groupe de permutations

agissant transitivement sur f1; : : : ; ng. Pour tout k 2 f1; : : : ; ng dé�nissons �(k) par :

�(k) = �

G

(k) = inf

S�f1;::: ;ng

jSj=k

log ( jf�(S) t.q. � 2 Ggj ) :

Pour tout � > 0, posons alors :

a

�

(G) = sup

�

�(k) t.q. �(k) > k

1+�

	

:

Théorème 3.21 Soit G un groupe de permutations agissant transitivement sur f1; : : : ; ng. Pour tout

� > 0, il existe une onstante 

�

> 0 telle que, pour toute propriété monotone A de f0; 1g

n

invariante

sous G :

d�

p

(A)

dp

> 

�

a

�

(G)�

p

(A)(1� �

p

(A)) ;

pourvu que p(1� p) reste éloigné de 0 au sens où :

log

�

1

p(1� p)

�

� C

te

log logn :

Par onséquent, la largeur du seuil pour une telle propriété A est au plus :

p

1�"

� p

"

�

2 log

1�"

"



�

a

�

(G)

:

Ce résultat leur permet, dans le même artile [9℄, de garantir des largeurs de seuil un peu plus �nes

que

1

logn

à partir de onsidérations algébriques sur le groupe G. Par exemple, on obtient, dans le as

des graphes, que pour tout � > 0, il existe une onstante C

�

> 0 telle que pour toute propriété de

graphe roissante, la largeur du seuil soit majorée par

log

1�"

"

C

�

(log n)

2��

. Cei est presque �n pour e qui

onerne les graphes, puisqu'on peut montrer que la propriété de ontenir une lique (graphe omplet)

de taille blogn admet un seuil de largeur

1

(logn)

2

.

3.4 Coarse ou sharp

Revenons un instant sur les exemples des setions 2.1, 2.2, 2.3 et 2.4. Dans ertains as, les résultats

2.11, 3.16 et 3.21 réunis sont préis, et dans d'autres as pas du tout. Citons quelques as où es

résultats sont (relativement) préis :

� Si A est la propriété de E

n

: �

P

n

i=1

x

i

�

n

2

�, alors le seuil de A se situe en

1

2

, et est en e�et

de largeur

1

p

n

, omme on peut le voir en appliquant le théorème entral limite à

P

n

i=1

x

i

. La

proposition 2.11 donne le bon ordre de grandeur.

� Si A est la propriété �ontenir un run de longueur logn�, le seuil de A se situe en e

�1

, et est de

largeur

1

log n

. C'est l'ordre de grandeur prévu par le théorème 3.16.

� Si A est la propriété �ontenir une lique de taille blogn�, elle admet un seuil de largeur

1

(logn)

2

.

Le théorème 3.21 donne �presque� le bon ordre de grandeur.
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Voii des as où es théorèmes ne sont pas préis :

� Si A est la propriété de E

n

: �

P

n

i=1

x

i

� 1�, alors �

p

(A) = 1� (1 � p)

n

, la fontion seuil de A

tend vers 0 :

p

"

(n) �

log

1

1�"

n

:

Elle est du même ordre que la largeur du seuil :

p

1�"

� p

"

�

log

1�"

"

n

:

� Si A est la propriété de E

n

: �

P

n

i=1

x

i

� n�, alors �

p

(A) = p

n

, le seuil de A est prohe de 1 :

p

"

(n) � 1�

log

1

"

n

;

Dans e as, 1� p

"

est du même ordre que la largeur du seuil :

p

1�"

� p

"

�

log

1�"

"

n

:

� Si A est la propriété �ne pas être stable�, pour une on�guration du graphe ylique à n sommets,

p

"

(n) �

s

log

1

1�"

n

;

du même ordre que la largeur de seuil.

� Si A est la propriété �ontenir un triangle�, pour les graphes aléatoires, alors (f. [101℄, p. 296) :

p

"

(n) �

�

6 log

1

1�"

�

1

3

n

;

du même ordre que la largeur de seuil.

� Si A est la propriété de onnexité pour les graphes aléatoires, alors (théorème 2.17) :

p

"

(n) �

logn

n

+

log(1= log(1="))

n

:

Dans e as, la largeur du seuil est petite devant la fontion seuil.

� Si A est la propriété d'image �ontenir une vignette inluse de taille m�m�, la proposition 2.21

nous donne :

p

"

(n) �

 

a log

1

1�"

8n

2

!

1

b

;

et la fontion seuil est enore du même ordre que la largeur de seuil.

� En�n, pour la k-sat, on peut montrer que le seuil est également prohe de 0 (la fontion seuil

est n

1�k

). Par ontre, on verra que la largeur du seuil est plus petite que la fontion seuil.

On observe don que les théorèmes ités jusqu'ii ont tendane à être préis lorsque la loalisation du

phénomène est loin de 0 et 1, et qu'ils sont souvent mauvais lorsqu'elle tend vers 0 ou 1. Tellement

qu'il su�t en général de regarder la vitesse à laquelle p

"

(n) tend vers 0 pour trouver une majoration de

la largeur du seuil bien meilleure que elle donnée par la proposition 2.11 et les théorèmes 3.16 et 3.21.

Que peut-on dire de la largeur du seuil d'une propriété dont la fontion seuil tend vers 0 ? Comme le

montrent les exemples i-dessus, il peut se faire que la largeur du seuil soit stritement inférieure à la

fontion seuil, omme pour la onnexité des graphes aléatoires. Mais dans de nombreux as (apparition

d'un sous-graphe ou d'une vignette par exemple), les deux fontions sont du même ordre. Or pour

reprendre l'argumentaire développé en 2.1, la fontion seuil est l'éhelle de loalisation du phénomène,

et on s'attend à e que les �utuations aient lieu à une éhelle inférieure. Pour distinguer les deux

types de omportement, on introduit la dé�nition suivante.
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Dé�nition 3.22 Soit (A

n

)

n2N

� E

n

une suite de propriétés roissantes dont la fontion seuil tend

vers 0. On dit que (A

n

)

n2N

admet un seuil �n (sharp) si et seulement si pour tout " 2℄0;

1

2

℄ :

lim

n!1

p

1�"

� p

"

p

1=2

= 0 :

On dit qu'elle admet un seuil grossier (oarse) si pour tout " 2℄0;

1

2

℄ :

lim inf

n!1

p

1�"

� p

"

p

1=2

> 0 :

Si on dispose d'un développement asymptotique de p

"

en fontion de n, il est faile de �voir� sur e

développement si le seuil est �n ou non. En e�et, si le terme dominant dépend de ", alors le seuil est

grossier. Dans le as ontraire, il est �n. Prenons l'exemple de A

T

, la propriété de graphe �ontenir

un triangle�. On peut montrer un résultat d'approximation poissonnienne pour la variable omptant

le nombre de triangles inlus dans le graphe (f. [101℄, p. 296), et on a notamment :

Soit p(n) tel que

�

n

3

�

p

3

(n) = � ;

lim

n!1

�

p(n)

(A

T

) = 1� e

��

:

Cei permet d'obtenir le développement asymptotique :

p

"

(n) =

�

6 log

1

1�"

�

1

3

n

+ o(

1

n

) :

On en déduit :

p

1�"

� p

"

p

1=2

=

�

log

1

"

�

1

3

�

�

log

1

1�"

�

1

3

(log 2)

1

3

+ o(1) ;

et le seuil est grossier. On pourrait voir de la même manière que le seuil de la propriété �ontenir

une opie de H� est grossier, dès que H est un graphe de taille �xée. On peut montrer que l'union

d'un nombre �xé de propriétés admettant des seuils grossiers admet également un seuil grossier. Par

onséquent, si on �xe un nombre entier k, et une liste L de graphes ayant un nombre d'arêtes plus

petit que k, la propriété �ontenir une opie d'un graphe de L� aura un seuil grossier. On peut alors

se demander si toute propriété de graphe ayant un seuil grossier est de e type. La réponse est à peu

près a�rmative omme le montre le théorème qui suit, dû à Friedgut (théorème 1.1 dans [43℄). Dans

et énoné, on appelle graphe minimal d'une propriété B

n

un graphe qui la satisfait et dont auun

sous-graphe ne la véri�e. On notera kB

n

k la plus grande taille (i.e. le plus grand nombre d'arêtes) des

graphes minimaux de B

n

. Remarquons que pour une propriété B

n

roissante, B

n

et l'ensemble des

graphes G ontenant un graphe minimal de B

n

sont identiques.

Théorème 3.23 Il existe une fontion k("; ), telle que pour tout  > 0, pour tout entier n, toute

propriété de graphe A

n

telle que p

d�

p

(A

N

)

dp

� , pour tout " > 0, il existe une propriété de graphe B

n

telle que kB

n

k � k("; ) et �

p

(A

n

�B

n

) � " (� désigne la di�érene symétrique).

Pour relier e résultat à la dé�nition 3.22, il su�t d'observer que la dérivée de �

p

(A

N

) est l'inverse

de la dérivée de la fontion réiproque, qui à � assoie p

�

. Majorer p

d�

p

(A

N

)

dp

revient don à minorer

1

p

�

dp

�

d�

, e qui entraîne un seuil grossier.

Un résultat en tout point analogue (le théorème 5.1 de l'artile [43℄) peut être démontré pour

les propriétés onernant les formules de la k-sat (f. setion 2.4 et l'exemple 15 de la setion 3.3). Il

permet de prouver que le seuil de la k-sat est �n, en montrant que la propriété de ne pas être satis�able

ne peut pas être approhée de la manière dérite dans le théorème 3.23.
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4 . . . a une probabilité prohe de 0 ou 1.

4.1 Inégalités lassiques

Comme le montre le orollaire 3.3, la lé de la démonstration d'une onvergene p.s. est l'étude

d'une série de probabilités :

X

n2IN

Prob[jX

n

�X j > t℄ :

Les probabilités du type Prob[Y > t℄ ou Prob[Y < t℄ se renontrent très souvent. On les appelle

probabilités de déviations, de queues, ou d'ailes omme disent plus joliment les anadiens. Les ordres

de grandeur exponentiels des probabilités de déviations que nous allons étudier dans ette partie sont

des as partiuliers d'une théorie générale, elle des grandes déviations (voir [21, 23, 104℄).

Les probabilités de déviations ne sont en général pas failes à aluler et on herhe à les majorer

par des quantités plus aessibles. De nombreuses inégalités plus ou moins sophistiquées ont été mises

au point pour ela, et beauoup de livres présentent es outils de base (voir par exemple les hapitres

2 et 3 de [24℄ sur les inégalités de onentration utilisées en statistique non-paramétrique).

La plus simple est l'inégalité de Markov :

Proposition 4.1 Soit Y une variable aléatoire presque sûrement positive, admettant une espérane.

Pour tout t > 0 :

Prob[Y > t℄ �

1

t

IE[Y ℄ : (4.1)

Démonstration : Elle onsiste à minorer IE[Y ℄, assez brutalement.

IE[Y ℄ =

Z

IR

y P

Y

(dy) �

Z

+1

t

tP

Y

(dy) = t P rob[Y > t℄ :

�

Pour Y = (X� IE[X ℄)

2

, (4.1) est l'inégalité de Bienaymé-Chebyshev. L'inégalité de Chernov onsiste

à appliquer (4.1) à la fontion génératrie des moments. Si X est une variable aléatoire, on appelle

fontion génératrie des moments de X (ou plut�t de sa loi), la fontion qui à s assoie IE[ exp(sX) ℄, si

ette espérane existe. On utilise aussi la transformée de Laplae IE[ exp(�sX) ℄. Pour éviter la onfu-

sion ave les fontions génératries en ombinatoire, nous parlerons systématiquement de transformée

de Laplae, même pour désigner IE[ exp(sX) ℄.

Proposition 4.2 Soit X une variable aléatoire. Pour tout t > 0 :

Prob[X > t℄ � inf

s>0

IE[ exp(s(X � t)) ℄ : (4.2)

Démonstration : Pour tout s > 0 :

Prob[X > t℄ = Prob[X � t > 0℄ = Prob[ exp(s(X � t)) > 1 ℄ :

Il su�t alors d'appliquer l'inégalité de Markov à Y = exp(s(X � t)). �

Il peut paraître étonnant qu'une inégalité aussi rudimentaire donne des résultats préis. C'est pourtant

le as. Nous illustrons d'abord l'inégalité de Chernov sur deux exemples élémentaires, la loi binomiale

et la loi de Poisson.

Corollaire 4.3 Soit X une variable aléatoire, suivant la loi binomiale B(n; p). Pour tout b 2℄0; 1[,

posons :

h(p; b) =

�

1� p

1� b

�

1�b

�

p

b

�

b

:
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Alors :

Prob[X > nb℄ � h

n

(p; b) si b > p ; (4.3)

et :

Prob[X < nb℄ � h

n

(p; b) si b < p : (4.4)

Démonstration : La transformée de Laplae de la loi binomiale B(n; p) s'érit :

IE[exp(sX)℄ = ((1� p) + pe

s

)

n

:

Le minimum de IE[exp(s(X�nb))℄ est atteint pour e

s

=

b(1�p)

p(1�b)

, e qui onduit à la première inégalité.

On obtient la seonde en hangeant le signe. �

Evidemment les inégalités du orollaire 4.3 ne sont pas très lisibles. On peut les améliorer en posant

b = p�



p

n

. Quelques manipulations fastidieuses mais élémentaires onduisent au théorème 2.10.

Voii l'analogue pour la loi de Poisson.

Corollaire 4.4 Soit X une variable aléatoire, suivant la loi de Poisson P(�). Alors :

Prob[X > b℄ �

�

�

b

�

b

e

b��

si b > � ; (4.5)

et :

Prob[X < b℄ �

�

�

b

�

b

e

b��

si b < � : (4.6)

Démonstration : La transformée de Laplae de la loi de Poisson P(�) est la suivante.

IE[exp(sX)℄ = exp(�(e

s

� 1)) :

Le minimum de IE[exp(s(X � b))℄ est atteint pour e

s

=

b

�

, e qui onduit à la première inégalité. On

obtient la seonde en hangeant le signe. �

Ii enore, (4.5) et (4.6) ne sont pas forément les plus failes à utiliser. On est en général amené à

transformer es inégalités, quitte à les a�aiblir un peu. Pour b > �, on obtient par exemple :

Prob[X > b℄ � exp

 

�

b

2

�

1�

�

b

�

2

!

: (4.7)

Pour passer de (4.5) à (4.7), il su�t d'observer que pour x > 1 :

log(x)� 1 +

1

x

>

1

2

�

1�

1

x

�

2

:

La transformée de Laplae d'une somme de variables aléatoires indépendantes est le produit des

transformées de Laplae des omposantes. Il n'est don pas surprenant que la tehnique de hangement

de variable exponentiel donne de bons résultats pour les inégalités portant sur des sommes de variables.

Il existe de très nombreuses variantes de ette tehnique (voir par exemple [91, 92℄). Nous présentons

i-dessous une des plus utilisées en probabilités disrètes, l'inégalité de Hoe�ding.

Théorème 4.5 Soient X

1

; X

2

; : : : ; X

n

des variables aléatoires indépendantes à valeurs dans [a

i

; b

i

℄.

Alors, pour tout t > 0 :

Prob

"

n

X

i=1

(X

i

� IE[X

i

℄) � t

#

� exp

�

�

2t

2

P

n

i=1

(b

i

� a

i

)

2

�

; (4.8)
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et :

Prob

"

n

X

i=1

(X

i

� IE[X

i

℄) � �t

#

� exp

�

�

2t

2

P

n

i=1

(b

i

� a

i

)

2

�

: (4.9)

Dans le as partiulier où les X

i

suivent toutes la loi de Bernoulli de paramètre p, leur somme suit la

loi binomiale B(n; p). Si on applique (4.8) et (4.9) ave t = 

p

n, on retrouve les inégalités du théorème

2.10.

Démonstration : Remarquons tout d'abord que pour tout i = 1; : : : ; n,

�

b

i

� a

i

2

� X

i

�

�

a

i

+

b

i

� a

i

2

�

�

b

i

� a

i

2

:

Par onséquent, la variane de X

i

est majorée par

1

4

(b

i

�a

i

)

2

, et e quelle que soit la loi de probabilité

de X

i

. L'égalité ne peut avoir lieu que si X

i

prend les valeurs a

i

et b

i

ave probabilité

1

2

.

Nous examinons maintenant la transformée de Laplae, ou plut�t son logarithme : pour une variable

aléatoire Y quelonque, nous notons  

Y

la fontion dé�nie par :

 

Y

(s) = log IE

�

e

sY

�

:

Cette fontion, que nous appellerons �transformée de log-Laplae�, apparaîtra plusieurs fois dans les

setions suivantes. Les deux premières dérivées de  

Y

se alulent aisément (les variables que nous

onsidérons étant bornées, les problèmes de dérivation des intégrales ne se posent pas). On trouve :

 

0

Y

(s) = IE

�

Y

exp(sY )

IE[exp(sY )℄

�

;

et :

 

00

Y

(s) = IE

�

Y

2

exp(sY )

IE[exp(sY )℄

�

�

�

IE

�

Y

exp(sY )

IE[exp(sY )℄

��

2

:

Les dérivées  

0

Y

(s) et  

00

Y

(s) apparaissent don respetivement omme l'espérane et la variane de Y

relatives à une nouvelle loi de probabilité, obtenue en multipliant l'anienne par exp(sY )=IE[exp(sY )℄.

En onsidérant la transformée de log-Laplae de Y

i

= X

i

� IE[X

i

℄, dont la variane est bornée, on

obtient :

 

00

Y

i

(s) �

(b

i

� a

i

)

2

4

: (4.10)

Comme  

0

Y

i

(0) =  

Y

i

(0) = 0, en intégrant deux fois (4.10) entre 0 et �, on trouve :

 

Y

i

(s) �

s

2

8

(b

i

� a

i

)

2

:

Considérons maintenant S

n

=

P

n

i=1

(X

i

�IE[X

i

℄). Grâe à l'hypothèse d'indépendane, sa transformée

de log-Laplae est la somme de elles des Y

i

. Don :

 

S

n

(s) �

s

2

8

n

X

i=1

(b

i

� a

i

)

2

:

Nous pouvons maintenant appliquer l'inégalité de Chernov à S

n

:

Prob[S

n

> t℄ � IE[exp(s(S

n

� t))℄ � exp

 

s

2

8

n

X

i=1

(b

i

� a

i

)

2

� st

!

:

Le minimum en s est atteint pour s = (4t)=

P

n

i=1

(b

i

� a

i

)

2

et (4.8) en déoule. L'inégalité (4.9)

s'obtient en remplaçant X

i

par �X

i

. �

L'inégalite de Hoe�ding est �ne lorsque la loi de haque X

i

est onentrée sur les valeurs extrêmes

a

i

et b

i

. Elle n'est plus �ne lorsque la variane des X

i

est faible devant la largeur des intervalles.

L'inégalité de Bernstein i-dessous orrige e défaut.
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Théorème 4.6 Soient X

1

; X

2

; : : : ; X

n

des variables aléatoires indépendantes d'espérane nulle et 

une onstante positive telle que pour tout i = 1; : : : ; n, jX

i

j � . Notons �

2

la variane moyenne des

X

i

:

�

2

=

1

n

n

X

i=1

V ar[X

i

℄ :

Alors, pour tout t > 0 :

Prob

"

n

X

i=1

X

i

� t

#

� exp

�

�

t

2

2n�

2

+ t

�

; (4.11)

et :

Prob

"

n

X

i=1

X

i

� �t

#

� exp

�

�

t

2

2n�

2

+ t

�

: (4.12)

Démonstration : Il s'agit à nouveau d'appliquer l'inégalité de Chernov, et don de majorer la trans-

formée de Laplae. Pour une variable aléatoire X d'espérane nulle, bornée en valeur absolue par ,

et de variane �

2

, on a :

IE[e

sX

℄ = IE

"

1 + sX +

1

X

k=2

s

k

X

k

k!

#

= 1 + IE

"

1

X

k=2

s

k

X

k

k!

#

� 1 +

�

2



2

1

X

k=2

(s)

k

k!

= 1 +

�

2



2

(e

s

� 1� s)

� exp

�

�

2



2

(e

s

� 1� s)

�

:

En utilisant l'indépendane des X

i

, on obtient la majoration suivante pour la transformée de Laplae

de leur somme.

IE [exp(sS

n

)℄ � exp

�

n�

2



2

(e

s

� 1� s)

�

:

On applique alors l'inégalité de Chernov.

Prob[S

n

> t℄ � IE[exp(s(S

n

� t))℄ � exp

�

n�

2



2

(e

s

� 1� s)� st

�

:

La minimisation en s est un peu plus déliate que préédemment. Elle onduit à (4.11) après quelques

manipulations élémentaires. Comme toujours, (4.12) s'obtient en remplaçant X

i

par �X

i

. �

Les deux théorèmes préédents portaient sur des sommes de variables indépendantes. Or nous avons

déjà eu l'oasion de onstater que la onentration de la mesure dans les espaes produits va bien

au delà des sommes de oordonnées. Le prinipe du hangement de variable exponentiel qui fonde

l'inégalité de Chernov s'applique non seulement à des sommes de variables indépendantes, mais plus

généralement à des martingales. L'inégalité de MDiarmid (théorème 4.7) en est une illustration. Elle

porte sur une fontion quelonque d'un ensemble de variables indépendantes, sous une hypothèse de

régularité relativement peu ontraignante en e qui onerne les appliations aux probabilités disrètes.

On trouve dans le hapitre 8 de [101℄ un as partiulier, appliqué sous le nom d'inégalité d'Azuma à

la onentration du nombre hromatique des graphes aléatoires.
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Théorème 4.7 Soient X

1

; : : : ; X

n

des variables aléatoires indépendantes à valeurs dans E, et f une

appliation de E dans IR véri�ant la ondition suivante.

8i = 1; : : : ; n ; 8x

1

; : : : ; x

n

; x

0

i

2 E ;

jf(x

1

; : : : ; x

n

)� f(x

1

; : : : ; x

i�1

; x

0

i

; x

i+1

; : : : ; x

n

)j � 

i

:

Notons Y la variable aléatoire Y = f(X

1

; : : : ; X

n

). Alors pour tout t > 0 :

Prob[Y � IE[Y ℄ � t℄ � exp

�

�

2t

2

P

n

i=1



2

i

�

; (4.13)

et :

Prob[Y � IE[Y ℄ � �t℄ � exp

�

�

2t

2

P

n

i=1



2

i

�

; (4.14)

Démonstration : Notons M

0

= IE[Y ℄, et pour i = 1; : : : ; n :

M

i

= IE[Y jX

1

; : : : ; X

i

℄ et V

i

=M

i

�M

i�1

:

On véri�e immédiatement que (M

i

)

i=0;::: ;n

est une martingale relativement à la �ltration naturelle de

(X

1

; : : : ; X

n

) :

IE[M

i

jX

1

; : : : ; X

i�1

℄ = IE[Y jX

1

; : : : ; X

i�1

℄ =M

i�1

:

Nous souhaitons appliquer l'inégalité de Chernov à :

Y � IE[Y ℄ =

n

X

i=1

V

i

:

Nous devons pour ela majorer la transformée de Laplae de la somme des V

i

.

IE

"

exp

 

s

n

X

i=1

V

i

!#

= IE

"

n

Y

i=1

e

sV

i

#

= IE

"

IE

"

n

Y

i=1

e

sV

i

jX

1

; : : : ; X

n�1

##

= IE

"

IE

" 

n�1

Y

i=1

e

sV

i

!

IE

�

e

sV

n

jX

1

; : : : ; X

n�1

�

##

.

.

.

= IE

"

n

Y

i=1

IE

�

e

sV

i

jX

1

; : : : ; X

i�1

�

#

:

Il reste don à majorer les espéranes onditionnelles IE

�

e

sV

i

jX

1

; : : : ; X

i�1

�

. Or on peut déduire de

la ondition de Lipshitz sur f que haune des variables V

i

est bornée en valeur absolue par 

i

. Le

raisonnement que nous avons e�etué dans la démonstration de l'inégalité de Hoe�ding s'applique

don ii, en remplaçant a

i

par � 

i

et b

i

par 

i

. On en déduit don :

IE

�

e

sV

i

jX

1

; : : : ; X

i�1

�

� exp

�

s

2



2

i

2

�

:

On termine alors la démonstration en appliquant l'inégalité de Chernov, omme pour le théorème 4.5.

�
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4.2 Inégalités de Talagrand

Talagrand, notamment à la suite des travaux de Milman et Gromov, a largement ontribué à

développer et di�user dans la ommunauté mathématique la notion de �onentration de la mesure�,

si bien que son nom lui est immédiatement assoié. Ses travaux se sont situés dans la lignée du

fondateur de ette notion (Milman), et nous allons dans ette setion en présenter les aratéristiques

majeures (pour une présentation plus préise et très agréable, voir [107℄). L'idée de la onentration

de la mesure sera d'abord liée aux élargissements d'ensembles. De manière approximative, on pensera

que la onentration de la mesure a lieu dans un espae de probabilité si, dès qu'un ensemble A a pour

mesure

1

2

, la quasi-totalité de l'espae est située à une distane �faible� de A.

Exprimons ela de manière plus rigoureuse. Soit X un espae muni d'une distane d, et d'une

probabilité P . On désigne par A

t

le �t-élargissement� de A, 'est à dire l'ensemble :

A

t

= fx 2 X ; d(x;A) � tg :

La fontion de onentration �(P; t) est dé�nie pour t � 0 par :

�(P; t) = inf

�

� > 0 t.q. P (A) �

1

2

=) 1� P (A

t

) � �

�

:

Dans de nombreux as importants, �(P; t) déroît très rapidement ave t. Plus ette déroissane est

rapide, plus on onsidèrera la mesure omme �onentrée�. Pour voir le rapport ave les fontions de X

dans IR, onsidérons une telle fontion f , et notons M

f

une médiane de f . Si on pose A = ff �M

f

g,

la probabilité de A est supérieure ou égale à

1

2

, par dé�nition de M

f

. Supposons maintenant que f

soit 1-lipshitzienne :

8x; y 2 X ; jf(x)� f(y)j � d(x; y) ;

'est le �té �raisonnable� de la fontion. Alors,

x 2 A

t

=) f(x) � t+M

f

:

Et ainsi,

P (f > M

f

+ t) � 1� P (A

t

) � �(P; t) :

On peut faire le même raisonnement ave �f , et don :

P (jf �M

f

j > t) � 2�(P; t) :

On obtient ainsi une �inégalité de onentration de f autour de sa médiane�. Si on avait supposé f

L-lipshitzienne, on aurait obtenu :

P (jf �M

f

j > t) � 2�(P;

t

L

) :

Nous n'avons pas enore parlé d'espae produit, ni d'indépendane. Pour l'instant, il se trouve que la

quasi-totalité des inégalités de onentration démontrées l'ont été pour des espaes produits, munis

d'une probabilité produit (sauf pour les résultats de Marton, [83℄, qui onernent une dépendane

markovienne), mais les dé�nitions néessaires au adre de la onentration sont suseptibles d'intéresser

tout espae disposant d'une distane et d'une probabilité. Pour e qui onerne les distanes, 'est un

aspet qui a été très approfondi par Talagrand : il a développé des résultats de onentration ave de

nombreux exemples de distanes di�érentes (on en verra un exemple plus loin : elui de la �distane

onvexe�). L'intérêt est bien sûr que pour prouver ensuite une inégalité de onentration pour une

fontion, il faut qu'elle se omporte bien vis-à-vis de la distane. Multiplier les types de distane

revient à multiplier les types de fontions, ou plut�t les types de dépendane de es fontions à leurs

variables. Pour bien erner ela, donnons plusieurs exemples de onentration.

Le premier onerne la sphère S

n

de IR

n+1

, munie de la distane géodésique, et de la mesure de

Haar normalisée Q

n

. On a dans e as :

�(Q

n

; t) �

�

�

8

�

1

2

e

�

n�1

2

t

2

: (4.15)

41



Le seond onerne IR

n

, muni de la mesure gaussienne standard 

n

et de la distane eulidienne.

On obtient :

�(

n

; t) �

1

2

e

�

t

2

2

: (4.16)

En�n, le dernier onerne un produit quelonque d'espaes de probabilité (X

i

; P

i

), muni de la

probabilité produit IP

n

=

N

n

i=1

P

i

et de la distane de Hamming d

H

(x; y) =

P

n

i=1

11

x

i

6=y

i

. On a :

�(IP

n

; t) � 2e

�

t

2

n

: (4.17)

On voit dans es trois exemples que la onentration de la mesure est un terme très vague, et qu'il

faut toujours se demander �Pour quel espae ? Pour quelle distane ? Pour quelle probabilité ?�. Par

exemple, on peut appliquer (4.17) au adre du deuxième exemple pour donner une deuxième fontion

de onentration, sur le même espae muni de la même mesure : (IR

n

; 

n

). Mais les distanes sont

di�érentes et une fontion lipshitzienne pour la distane eulidienne ne l'est pas forément pour la

distane de Hamming.

Nous n'avons pas enore expliqué omment trouver des inégalités telles que (4.15), (4.16), et (4.17).

C'est bien sûr là que réside la di�ulté. Historiquement, es inégalités ont été démontrées dans et

ordre, et (4.15) est réellement un résultat fondateur de Borel. L'idée de la démonstration est de nature

isopérimétrique : un résultat de Paul Lévy a�rme que sur la sphère, e sont les �alottes� (intersetions

de la sphère ave un demi-espae a�ne) qui ont le plus petit élargissement possible pour un volume

donné. C'est à dire que, si Q

n

est la mesure de Haar sur la sphère unité S

n

de IR

n+1

, on a :

8C alotte, 8A � S

n

; Q

n

(A) = Q

n

(C) =) 8t > 0; Q

n

(A

t

) � Q

n

(C

t

) : (4.18)

Grâe à un tel résultat, il su�t de aluler Q

n

(C

t

) pour une demi-sphère C, pour en onlure

l'inégalité (4.15). Pour se onvainre que l'équation (4.18) est bien de nature isopérimétrique, on peut

dé�nir une mesure de la surfae de A � S

n

par :

V ol

n

(�A) = lim

t!0

Q

n

(A

t

)�Q

n

(A)

t

:

Ainsi, l'équation (4.18) est équivalente à l'a�rmation :

8A � S

n

; Q

n

(A) = Q

n

(C) =) V ol

n

(�A) � V ol

n

(�C) :

qui est bien une inégalité isopérimétrique.

Remarquons aussi que (4.16) a été démontrée a partir de (4.15), en obtenant la mesure gaussienne

sur IR

n

omme la limite de la projetion de la mesure de Haar Q

n+r

pour la sphère S

n+r

sur un

sous-espae de dimension n passant par l'origine, et en transposant le r�le joué par les alottes dans

l'isopérimétrie sur la sphère en un r�le similaire, joué ette fois par les demi-espaes a�nes.

Un des inonvénients de ette méthode �isopérimétrique� est qu'elle fait appel à un résultat d'isopé-

rimétrie (elui de Lévy), que e type de résultat est déjà di�ile à montrer dans des as où la distane

onsidérée est �lassique�, et qu'on ne sait absolument pas omment s'y prendre dès que l'on om-

plique ette distane. C'est pourquoi la première preuve de (4.17), due à Talagrand, est de nature très

di�érente. Nous n'expliquerons pas la méthode de Talagrand, ar depuis, une autre méthode inventée

sans doute par Cirel'son, Ibragimov et Sudakov [12℄, puis approfondie par Ledoux puis Massart (f.

[4, 7, 8, 77, 78, 84℄), s'est �nalement avérée apable de prouver beauoup de résultats de Talagrand

(et surtout eux les plus utilisés) de manière plus faile à onevoir. Les outils de ette méthode sont

les inégalités de Sobolev logarithmiques, nous y reviendrons dans la setion suivante.

Pour �nir ette setion, nous allons donner un autre résultat de onentration, dû à Talagrand

[106℄, très important pour l'utilisation qui en a été faite en ombinatoire (voir entre autres, [103℄ et

[106℄). Dé�nissons tout d'abord une sorte de distane à un ensemble :
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Dé�nition 4.8 Soit (
;A; �) un espae de probabilité, x un point de 


n

et A un sous-ensemble de




n

. On dé�nit la �distane onvexe de x à A� par :

d

T

(x;A) = sup

(�

i

(x))

i=1:::n

�0

P

n

i=1

�

i

(x)

2

�1

(

inf

y2A

n

X

i=1

�

i

(x)11

x

i

6=y

i

)

:

L'avantage d'une telle distane est la possibilité de faire dépendre les poids de x. Le résultat de

onentration pour ette distane est alors le suivant :

Théorème 4.9 Pour tout A � 


n

, en notant P la mesure produit �


n

, on a :

Z




n

e

1

4

d

2

T

(x;A)

dP (x) �

1

P (A)

; (4.19)

et par onséquent,

P (d

T

(x;A) � t) �

e

�

t

2

4

P (A)

; (4.20)

e qui signi�e :

P (A

t

) � 1�

e

�

t

2

4

P (A)

:

On passe de (4.19) à (4.20) en e�etuant une manipulation de type Chernov. N'ayant pas exatement

a�aire à une distane, l'argument permettant de passer à la onentration d'une fontion, même s'il

est simple, mérite d'être détaillé. On pourra omparer la proposition 4.10 i-dessous à l'inégalité de

MDiarmid (théorème 4.7).

Proposition 4.10 Soit F , de 


n

dans IR, 1-lipshitzienne au sens suivant :

8x 2 


n

; 9(b

i

(x))

i=1;::: ;n

� 0 tels que

n

X

i=1

b

i

(x)

2

� 

2

et 8y 2 


n

;

F (x) � F (y) +

n

X

i=1

b

i

(x)11

x

i

6=y

i

; (4.21)

alors, si M

F

est une médiane de F pour P ,

P (jF �M

F

j � t) � 4e

�

t

2

4

2

:

Démonstration : Notons :

A = fx 2 


n

t.q. F (x) �M

F

g ;

B = fx 2 


n

t.q. F (x) �M

F

+ tg ;

C = fx 2 


n

t.q. d

T

(x;A) �

t



g :

Si on arrive à montrer que B � C, omme P (A) �

1

2

, on aura d'après le théorème 4.9 :

P (B) � P (C) � 2e

�

t

2

4

2

:
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Soit x 2 B. D'après l'hypothèse sur F , il existe (b

i

(x))

i=1;::: ;n

� 0 tels que

P

n

i=1

b

i

(x)

2

� 

2

, et, pour

tout y 2 A,

F (x) � F (y) +

n

X

i=1

b

i

(x)11

x

i

6=y

i

� M

F

+ 

n

X

i=1

b

i

(x)

p

P

n

i=1

b

2

i

(x)

11

x

i

6=y

i

� M

F

+  inf

y2A

n

X

i=1

b

i

(x)

p

P

n

i=1

b

2

i

(x)

11

x

i

6=y

i

� M

F

+  d

T

(x;A) :

Don :

d

T

(x;A) �

F (x)�M

F



�

t



;

et x 2 C. On peut faire la même hose ave :

A

0

= fx 2 


n

t.q. F (x) �M

F

g ;

B

0

= fx 2 


n

t.q. F (x) �M

F

� tg ;

C

0

= fx 2 


n

t.q. d

T

(x;A) �

t



g ;

et on obtient que P (B

0

) � 2e

�

t

2

4

2

, e qui �nit de prouver la proposition. �

Appliquons maintenant e résultat à un problème élèbre de ombinatoire : le problème du voyageur

de ommere, ou �Travelling Salesman Problem� (TSP). La présentation qui suit est elle de Steele

[103℄ p. 124-125.

Soient X

1

; X

2

; : : : ; X

n

, n points tirés au hasard, indépendamment les uns des autres, dans le arré

[0; 1℄

2

. Le problème du voyageur de ommere est de relier es n points et de rallier son point de

départ (hoisi parmi les n points) en parourant la distane la plus ourte possible. Nous noterons

L

n

(x

1

; : : : ; x

n

) la fontion désignant ette plus ourte distane possible pour x

1

; : : : ; x

n

appartenant

à [0; 1℄

2

. La question qui nous préoupe ii est elle de la onentration de la variable aléatoire

L

n

(X

1

; : : : ; X

n

). Le point ruial est de déider de poids b

i

(x) pour x = (x

1

; : : : ; x

n

) � [0; 1℄

2

.

L'objetif est évidemment de satisfaire l'inégalité (4.21), tout en onservant

P

n

i=1

b

i

(x)

2

� 

2

. Pour

notre problème, il existe une heuristique qui nous indique omment les hoisir : elle dite de la �spae-

�lling urve�. Imaginons en e�et une ourbe ontinue remplissant [0; 1℄

2

, 'est à dire une fontion

ontinue et surjetive  : [0; 1℄! [0; 1℄

2

. On peut imaginer que plus ette ourbe est �lisse�, plus elle

aura tendane à passer par les points (x

1

; : : : ; x

n

) �sans perdre de temps�. On pourra alors dé�nir un

trajet parmi es points dans l'ordre où la fontion  les visite. Un fait important est alors qu'il existe

des fontions telles que  qui sont

1

2

-Hölderiennes, e qui signi�e qu'il existe une onstante 

 

telle

que pour tous s, et t de [0; 1℄, j (s) �  (t)j � 

 

js � tj

1

2

. On peut alors en onlure que pour tout

fx

1

; : : : ; x

n

g � [0; 1℄

2

, il existe une permutation � de f1; : : : ; ng telle que :

n�1

X

i=1

jx

�(i)

� x

�(i+1)

j

2

< 

2

 

:

En e�et, soit  : [0; 1℄! [0; 1℄

2

, ontinue, surjetive, et

1

2

-Hölderienne, et notons t

i

des points tels

que  (t

i

) = x

i

. Puis, ordonnons les t

i

, par une permutation � de f1; : : : ; ng telle que :

t

�(1)

� t

�(2)

� : : : � t

�(n)

:

44



On a alors :

n�1

X

i=1

jx

�(i)

� x

�(i+1)

j

2

=

n�1

X

i=1

j (t

�(i)

)�  (t

�(i+1)

)j

2

� 

2

 

n�1

X

i=1

jt

�(i)

� t

�(i+1)

j

� 

2

 

n�1

X

i=1

(t

�(i+1)

� t

�(i)

)

= 

2

 

(t

n�1

� t

1

)

� 

2

 

:

Déidons de prendre pour b

i

(x) deux fois la longueur des deux arêtes inidentes à x

i

, dans le trajet

donné par une telle fontion  que l'on �xe une fois pour toutes. De ette manière, on sait que :

8x 2

�

[0; 1℄

2

�

n

;

n

X

i=1

b

i

(x)

2

� 

2

;

où  vaut 2

 

. Cherhons maintenant à véri�er (4.21) :

L

n

(x) � L

n

(y) +

n

X

i=1

b

i

(x)11

x

i

6=y

i

:

Pour voir ei, onsidérons la �gure 7.

Fig. 7 � Illustration du mode de dépendane de L

n

en ses variables

L'ellipse indique le trajet suivi par  passant par haun des x

i

(et retour au point de départ),

et haque x

i

est désigné par un point noir. Les arrés entourent les éléments ommuns à x et y.

Considérons un trajet optimal par les points de y, auquel on ajoute les �exroissanes� désignées par

les �èhes sur la �gure 7. Ces exroissanes sont des yles qui passent par un seul point de y. Le

trajet auquel on a ajouté les exroissanes est un trajet qui passe notamment par tous les points de

x. Sa longueur est don supérieure à L

n

(x). D'un autre �té, sa longueur est égale à la longueur du

tour optimal par les points de y augmentée de la somme des longueurs de haque �exroissane�. Ave

notre hoix des b

i

(x), elle est don inférieure à L

n

(y) +

P

n

i=1

b

i

(x)11

x

i

6=y

i

. On peut don appliquer
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la proposition 4.10 pour obtenir une inégalité de onentration sur L

n

: il existe une onstante  > 0

telle que :

P (jL

n

�m

n

j � t) � 4e

�

t

2

4

2

;

où m

n

désigne une médiane de L

n

.

4.3 Inégalités de Sobolev logarithmiques

L'objetif de ette setion est de montrer omment les inégalités de Sobolev logarithmiques peuvent

impliquer des résultats de onentration. Il existe sur e sujet un livre remarquable (et en français)

[4℄, dont un hapitre est onsaré aux onnetions ave la onentration de la mesure, mais qui ignore

ertains développements réents, notamment eux de Bouheron Lugosi et Massart (f. [8℄), qu'il nous

paraît indispensable de mentionner ii.

Commençons ave l'exemple de l'inégalité de Sobolev logarithmique gaussienne, démontrée par

Gross en 1976 (f. [55℄) :

Théorème 4.11 Soit 

n

la mesure gaussienne standard sur IR

n

, et f une fontion ontinûment

di�érentiable sur IR

n

, et à valeurs dans IR. Alors,

Z

f

2

log f

2

d

n

�

�

Z

f

2

d

n

�

log

Z

f

2

d

n

� 2

Z

krfk

2

2

d

n

:

Ce modèle illustre une forme générale des inégalités de Sobolev logarithmiques : il s'agit de majorer

l'entropie d'une fontion f par une forme de son énergie. La forme de l'énergie peut être très variée,

et elle est en fait assoiée à la mesure sous laquelle on prend l'entropie (dans le théorème 4.11, il s'agit

de 

n

). L'objet théorique essentiel dont la dé�nition d'inégalité de Sobolev logarithmique déoule est

alors un générateur in�nitésimal et le semi-groupe de di�usion assoié. Nous en dirons un peu plus

dans la setion 4.4.

Nous allons montrer que e théorème permet d'obtenir un résultat de onentration. Le proédé

dérit i-après est ouramment nommé �argument de Herbst�. Il onsiste à appliquer une inégalité

de Sobolev logarithmique omme elle du théorème 4.11 à une ertaine fontion e

sg

2

pour obtenir

une inéquation di�érentielle sur la transformée de log-Laplae de g, puis à intégrer ette inéquation

di�érentielle.

Soit g une fontion ontinûment di�érentiable sur IR

n

, et à valeurs dans IR, que l'on supposera de

plus L-lipshitzienne. On a don, pour tout x dans IR

n

, krgk

2

� L. On peut appliquer le théorème

4.11 à la fontion f = e

sg

2

, où s > 0. Observons que :

8x 2 IR

n

; krf(x)k

2

2

=

s

2

4

krg(x)k

2

2

e

sg(x)

�

s

2

L

2

4

e

sg(x)

:

On en déduit :

s

Z

ge

sg

d

n

�

Z

e

sg

d

n

log

Z

e

sg

d

n

�

s

2

L

2

2

Z

e

sg

d

n

:

En posant F (s) =

R

e

s(g�

R

g d

n

)

d

n

, l'équation préédente est équivalente à :

F

0

(s)

sF (s)

�

1

s

2

logF (s) �

L

2

2

;

e qui se simpli�e si l'on pose H(s) =

log F (s)

s

:

H

0

(s) �

L

2

2

:

En onstatant que H(s) tend vers 0 lorsque s tend vers 0, on obtient que H(s) �

sL

2

2

. C'est à dire :

Z

e

s(g�

R

g d

n

)

d

n

� e

s

2

2

L

2

:
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Par un argument de régularisation, on peut obtenir la même équation en supposant seulement que g

est L-lipshitzienne. Finalement, l'inégalité de Chernov permet de onlure. Pour tout t > 0 :



n

�

g(x) �

Z

g d

n

+ t

�

� e

�

t

2

2L

2

: (4.22)

Et en appliquant e qui préède à �g, on obtient :



n

�

g(x) �

Z

g d

n

� t

�

� e

�

t

2

2L

2

: (4.23)

On retrouve ainsi l'ordre de grandeur de la onentration donnée par (4.16).

Remarquons que e proédé, au lieu de situer la onentration autour de la médiane, la situe

autour de l'espérane. Cela dit, en appliquant (4.22) à t =M

g

�

R

g d

n

, si M

g

�

R

g d

n

, et (4.23) à

t =

R

g d

n

�M

g

, si M

g

�

R

g d

n

, on obtient :

�

�

�

�

M

g

�

Z

g d

n

�

�

�

�

� L

p

2 log 2 :

En partiulier, quand l'espérane est grande devant le fateur de Lipshitz L, la médiane l'est aussi.

On peut érire, pour tout t > 0 :



n

�

g(x) �M

g

+ L

p

2 log 2 + t

�

� e

�

t

2

2L

2

;

et



n

�

g(x) �M

g

� L

p

2 log 2� t

�

� e

�

t

2

2L

2

:

Mentionnons à présent les développements réents dûs à Bouheron Lugosi et Massart (f. [8℄) qui

partent tous d'une inégalité de type Sobolev logarithmique très générale (pour sa démonstration, voir

[84℄ ou [7℄) :

Théorème 4.12 Soient X

1

; : : : ; X

n

des variables aléatoires indépendantes, à valeurs dans un epae

mesurable X , et f une fontion mesurable de X dans IR. Considérons également X

0

1

; : : : ; X

0

n

, n opies

indépendantes de X

1

; : : : ; X

n

.

On note Z = f(X

1

; : : : ; X

n

), Z

(i)

= f(X

1

; : : : ; X

i�1

; X

0

i

; X

i+1

; : : : ; X

n

) et  (x) = x(e

x

� 1).

Alors, pour tout nombre s réel :

sIE

�

Ze

sZ

�

� IE

�

e

sZ

�

log IE

�

e

sZ

�

�

n

X

i=1

IE

�

e

sZ

 (�s(Z � Z

(i)

))11

Z>Z

(i)

�

;

et :

sIE

�

Ze

sZ

�

� IE

�

e

sZ

�

log IE

�

e

sZ

�

�

n

X

i=1

IE

�

e

sZ

 (s(Z

(i)

� Z))11

Z<Z

(i)

�

:

A partir de es inégalités, Bouheron, Lugosi et Massart démontrent plusieurs inégalités de onen-

tration tout à fait remarquables. Ils retrouvent, entre autres, omme onséquene de deux de leurs

résultats, le théorème 4.9 (bien qu'ave une moins bonne onstante dans l'exposant). Ils trouvent

également les théorèmes généraux suivants, qui s'appliquent aux fontions qui omptent le nombre de

sous-graphes du graphe aléatoire G(n; p) isomorphes à un graphe donné de petite taille. Dé�nissons :

V

+

= IE

 

n

X

i=1

(Z � Z

(i)

)

2

11

Z>Z

(i)

�

�

�

�

�

X

1

; : : : ; X

n

!

:
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Théorème 4.13 Supposons qu'il existe des onstantes a et b telles que :

V

+

� aZ + b :

Alors, pour tout s 2℄0;

1

a

[,

log IE

h

e

s(Z�IE[Z℄)

i

�

s

2

1� as

(aIE[Z℄ + b) ;

et, pour tout t > 0,

Prob[Z > IE[Z℄ + t) � exp

�

�

t

2

4aIE[Z℄ + 4b+ 2at

�

:

Théorème 4.14 Supposons que f soit positive, et qu'il existe une variable aléatoire W telle que :

V

+

�WZ :

Alors, pour tout � > 0 et tout s 2℄0;

1

�

[,

log IE

h

e

s

(

p

Z�IE[

p

Z℄

)

i

�

s�

1� s�

log IE

h

e

sW

�

i

:

Appliquons e résultat à la déviation supérieure de la variable aléatoire Z omptant le nombre de

triangles dans le graphe G(n; p). Il est faile de voir que :

IE[Z℄ =

�

n

3

�

p

3

�

n

3

p

3

6

;

et on peut montrer également :

V ar[Z℄ =

�

n

3

�

(p

3

� p

6

) +

�

n

4

��

4

2

�

(p

5

� p

6

) :

Pour tout i on dé�nit la variable aléatoire B

i

omme suit : si u et v désignent les extrémités de l'arête

i, B

i

est le nombre de sommets w tels que les arêtes (u; i) et (i; v) soient présentes dans le graphe

aléatoire. On a alors, en notant X

i

l'état de l'arête i :

V

+

=

m

X

i=1

X

i

(1� p)B

2

i

�

m

X

i=1

X

i

B

2

i

:

Remarquons de plus que

P

m

i=1

X

i

B

i

= 3Z. Don :

V

+

�

�

max

j=1;::: ;m

B

j

�

m

X

i=1

X

i

B

i

� 3

�

max

j=1;::: ;m

B

j

�

Z :

Notons don W = 3max

j=1;::: ;m

B

j

, et a�n d'appliquer le théorème 4.14, essayons de majorer la

fontion génératrie de W . Remarquons déjà que W est bornée par 3n, et don, le théorème 4.13 nous

donne :

Prob[Z > IE[Z℄ + t) � exp

�

�

t

2

12nIE[Z℄ + 6nt

�

: (4.24)
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Puis remarquons que :

m

X

i=1

(W �W

(i)

)

2

11

W>W

(i)

� 18W :

Ainsi, le théorème 4.13 nous donne :

log IE

h

e

s(W�IE[W ℄)

i

�

s

2

1� 18s

(18IE[W ℄) :

On peut alors appliquer le théorème 4.14, ave par exemple � = 1. Notons Y =

p

Z :

log IE

h

e

s(Y�IE[Y ℄)

i

�

s

1� s

�

s

2

1� 18s

(18IE[W ℄) + sIE[W ℄

�

�

s

2

IE[W ℄

1� 19s

:

On obtient, après Chernov, minimisation en s et quelques menus aluls :

Prob[Y > IE[Y ℄ + t℄ � exp

�

�

t

2

4IE[W ℄ + 13t

�

:

Il ne nous reste plus qu'à disposer d'une borne supérieure raisonnable pour IE[W ℄. Sahant que

W

3

est

le sup de �(n) binomiales de paramètres (n; p

2

), on peut e�etuer la manipulation qui suit. Grâe à

l'inégalité de Jensen :

IE[W ℄

3

� log

�

IE

�

max

i=1;::: ;m

e

B

i

��

� log

 

IE

"

m

X

i=1

e

B

i

#!

= log�(n) + log

�

IE

�

e

B

1

��

:

On est don ramené à obtenir une borne supérieure de IE

�

e

B

1

�

. Or, B

1

est la somme de n variables

indépendantes de Bernoulli I

i

de paramètres p

2

. On a don :

log

�

IE

�

e

B

1

��

= n log

�

IE

�

e

I

1

��

= n log(1 + p

2

(e� 1))

� (e� 1)np

2

:

D'où :

Prob[Y � IE[Y ℄ + t℄ � exp

�

�

t

2

12((e� 1)np

2

+ 2 logn) + 13t

�

:

On peut maintenant en déduire une borne sur la queue de Z, en utilisant, grâe à l'inégalité de Jensen,

que IE[Y ℄ �

p

IE[Y

2

℄ :

Prob[Z > IE[Z℄ + t℄ = Prob

h

Y �

p

IE[Y

2

℄ + t

i

� Prob [Y � IE[Y ℄ + x℄

� exp

�

�

x

2

12((e� 1)np

2

+ 2 logn) + 13x

�

;

où x =

p

IE[Z℄ + t�

p

IE[Z℄. Don, t valant x

2

+ 2x

p

IE[Z℄,

Prob[Z > IE[Z℄ + 2x

p

IE[Z℄ + x

2

℄ � exp

�

�

x

2

12((e� 1)np

2

+ 2 logn) + 13x

�

:
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D'où, en posant u = x

p

IE[Z℄,

Prob

�

Z > IE[Z℄ + 2u+

u

2

IE[Z℄

�

� exp

0

�

�

u

2

=IE[Z℄

12((e� 1)np

2

+ 2 logn) +

13u

p

IE[Z℄

1

A

: (4.25)

Remarquons que pour � > 0, et u > 0, on a :

�u �

u

2

IE[Z℄

, u � �IE[Z℄ :

Ave (4.24) et (4.25), on peut alors dérire di�érents régimes de onentration selon l'éhelle à laquelle

se situe t par rapport à p, à IE[Z℄ et à (e � 1)np

2

+ 2 logn (voir l'artile original [8℄ pour plus de

détails).

4.4 Lemme de Bekner et hyperontrativité

Nous avons vu dans la setion 3.3 que l'ingrédient essentiel à la démonstration du théorème 3.16

était un lemme de Bekner modi�é par Talagrand (f. [105℄). Nous allons tout d'abord remettre

la version originale de e résultat dans le adre général de l'hyperontrativité. Cette setion est

prinipalement fondée sur le livre de Ané et al. [4℄.

Rappelons la dé�nition générale d'un semi-groupe. Pour ela, on se donne un espae topologique

mesuré (
;F ; �), et un espae vetoriel normé omplet de fontions ontinues bornées de 
 dans IR,

que l'on notera (B; k:k). Par exemple, pour 
 = f0; 1g

n

, B pourra être l'ensemble des fontions de 


dans IR, muni de la norme k:k

1

. On pourra prendre aussi 
 = IR

n

, et B = C

b

(IR

n

; IR), muni enore

de la norme k:k

1

. On suppposera toujours que la fontion 11




, onstante égale à 1, appartient à B.

Dé�nition 4.15 On dit qu'une famille (S

t

)

t�0

d'opérateurs linéaires sur B est un semi-groupe de

Markov si et seulement si :

(i) S

0

= Id ;

(ii) pour toute fontion f 2 B; t 7! S

t

f est ontinue sur IR

+

;

(iii) pour tous s; t � 0; S

t+s

= S

t

Æ S

s

;

(iv) S

t

11




= 11




et S

t

f � 0 pour f � 0 ;

(v) pour toute fontion f 2 B; kS

t

fk � kfk :

On peut alors dé�nir l'hyperontrativité de la manière suivante :

Dé�nition 4.16 Etant donnée une fontion stritement roissante q, de IR

+

dans [q(0);+1[, on dit

qu'un semi-groupe (S

t

)

t�0

est hyperontratif, de fontion de ontration q, si et seulement si pour

toute fontion f de B, et tout t > 0,

kS

t

fk

q(t)

� kfk

q(0)

:

Cela revient don à dire que S

t

est une ontration de L

q(0)

T

B dans L

q(t)

T

B. Evidemment, une telle

dé�nition n'est intéressante que si L

q(0)

T

B n'est pas vide. Elle traduit alors une ertaine apaité du

semi-groupe à �lisser� les fontions.

Nous allons nous intéresser à un semi-groupe de Markov partiulier sur 
 = f0; 1g

n

muni de

l'equiprobabilité �

n;1=2

. Pour tout t > 0, notons K

t

le noyau de transition sur f0; 1g dé�ni par :

K

t

(x; x) =

1 + e

�t

2

;

K

t

(x; y) =

1� e

�t

2

si x 6= y :

Puis, notons S

t

l'opérateur dé�ni à l'aide de e noyau :

S

t

f(x) =

Z

f0;1g

f(y)K

t

(y; x) d�(y) ;
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où � est l'équiprobabilité sur f0; 1g. Remarquons que :

S

t

f(x) = e

�t

f(x) + (1� e

�t

)

Z

f0;1g

f(y) d�(y) :

De sorte que pour toute fontion f de f0; 1g dans IR,

S

t

f �����!

n!+1

Z

f0;1g

f(y) d�(y) :

On peut voir failement que la famille (S

t

)

t�0

forme un semi-groupe, en hoisissant par exemple

omme norme sur l'ensemble des fontions, la norme de L

2

(f0; 1g). On peut dé�nir le semi-groupe

produit sur f0; 1g

n

ave pour famille de noyaux :

K

n;t

((x

1

; : : : ; x

n

); (y

1

; : : : ; y

n

)) =

n

Y

i=1

K

t

(x

i

; y

i

) ;

en posant, pour toute fontion f de f0; 1g

n

dans IR :

S

n;t

f(x) =

Z

f0;1g

n

f(y)K

n;t

(y; x) d�


n

(y) :

Sous ette forme, on montre par réurrene que :

S

n;t

f(x) =

n

X

k=0

X

I�f1;::: ;ng

jIj=k

e

�kt

(1� e

�t

)

n�k

IE [f(X

1

; : : : ; X

n

) j(X

i

)

i2I

= (x

i

)

i2I

℄ ;

e qui permet de démontrer failement que les fontions propres de S

n;t

sont les fontions r

S

déjà

dé�nies dans la setion 3.3. Ii, p valant

1

2

, leur expression est très simple :

r

S

(x) = (�1)

P

i2S

x

i

:

On a alors :

S

n;t

r

S

= e

�tjSj

r

S

:

On peut maintenant énoner le lemme de Bekner sous sa forme originale (f. [5℄) :

Lemme 4.17 Le semi-groupe (S

n;t

)

t�0

est hyperontratif, de fontion de ontration q(t) = 1+ e

2t

.

Dit de manière équivalente, pour toute famille de réels (a

S

)

S�f1::: ;ng

,











X

S

e

�tjSj

a

S

r

S











q(t)

�











X

S

a

S

r

S











2

:

Nous avons don une notion théorique fondamentale pour avoir des théorèmes de �raideur de seuil� :

l'hyperontrativité, et une autre pour obtenir des résultats de onentration : les inégalités de Sobolev

logarithmiques. Or, il se trouve que es deux notions sont liées, et nous allons voir omment.

Il existe un être mathématique très important pour les semi-groupes de Markov, 'est le générateur

in�nitésimal (voir par exemple les hapitres 3 et 5 de [115℄). Le générateur in�nitésimal d'un semi-

groupe de Markov (S

t

)

t�0

est un opérateur linéaire L dé�ni omme suit, lorsque la limite existe :

Lf = lim

t!0

S

t

f � f

t

:

L'ensemble des fontions f telles que ette limite existe est noté D(L) et est appelé le domaine de L.

Grâe au aratère markovien du semi-groupe, le générateur en enferme toutes les aratéristiques.

La donnée du générateur est équivalente à elle du semi-groupe. On peut alors donner une nouvelle

dé�nition des inégalités de Sobolev logarithmique à partir du générateur, et pour la mesure invariante

par le semi-groupe assoié.
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Dé�nition 4.18 Soit L un générateur in�nitésimal de mesure invariante � ('est à dire que � est

invariante par le semi-groupe de Markov assoié à L). On dira que � satisfait à une inégalité de

Sobolev logarithmique de onstante  si, pour toute fontion f 2 D(L),

Z

f

2

log f

2

d��

�

Z

f

2

d�

�

log

Z

f

2

d� � 

Z

�fLf d� :

Cette dé�nition oïnide notamment ave elle sous-entendue dans le théorème 4.11, qui présente en

fait une inégalité de Sobolev logarithmique de onstante 2 pour le semi-groupe d'Ornstein-Uhlenbek.

Par ontre, elle ne ouvre pas les inégalités de Bouheron-Lugosi-Massart (théorème 4.12).

Nous allons don �nir e hapitre (et e ours) en laissant à votre ré�exion le théorème suivant, dû à

Gross [56℄.

Théorème 4.19 Soit (S

t

)

t�0

un semi-groupe de Markov admettant � pour mesure réversible (f.

[115℄ p. 121). Alors, les deux propositions suivantes sont véri�ées :

(i) S'il existe une onstante  > 0 telle que le semi-groupe (S

t

)

t�0

soit hyperontratif de fontion

de ontration q(t) = 1+e

4t



, alors, la mesure � satisfait à une inégalité de Sobolev logarithmique

de onstante .

(ii) Si � satisfait à une inégalité de Sobolev logarithmique de onstante  > 0, alors pour tout q(0) >

1, le semi-groupe (S

t

)

t�0

est hyperontratif, de fontion de ontration q(t) = 1+(q(0)�1)e

4t



.
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