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Jean Mairesse Alea 20071 Introdu
tionCe 
ours n'est pas un 
ours sur les mar
hes al�eatoires sur les groupes. Ouplus exa
tement, il n'a au
une pr�etention �a l'exhaustivit�e en 
e domaine. Ilexiste de nombreux aspe
ts importants qui ne seront même pas mentionn�esi
i, par exemple la th�eorie des fronti�eres ou les th�eor�emes de la limite lo
ale.Sur 
es aspe
ts, on pourra se reporter avantageusement �a [15, 32, 35℄ et auxr�ef�eren
es qu'on y trouvera.Ce 
ours n'est pas un 
ours sur les �les d'attente et les r�eseaux. Ou plusexa
tement, il n'a au
une pr�etention �a l'exhaustivit�e en 
e domaine. Il existede nombreux aspe
ts importants qui ne seront même pas mentionn�es i
i, parexemple les �les non-markoviennes ou les approximations 
uides. Sur 
esaspe
ts, on pourra se reporter avantageusement �a [1, 27℄ et aux r�ef�eren
esqu'on y trouvera.Apr�es 
es pr�e
autions d'usage, je vais essayer de d�e
rire le 
ontenu defa�
on plus 
on
r�ete et e�e
tive !Soit G un groupe, ou mono��de, in�ni et �niment engendr�e, et � unensemble �ni de g�en�erateurs. Soit les deux questions suivantes.A- �Enum�eration. On veut �enum�erer les �el�ements de G en fon
tion de leurlongueur par rapport �a �, not�ee j � j�. On s'int�eresse en parti
ulier �a la s�eriede 
roissan
e S = Pn2N#fg 2 G; jgj� = ng xn. Une situation favorableest 
elle o�u l'on peut montrer l'existen
e d'un ensemble de formes normalesg�eod�esiques L � ��, en bije
tion ave
 G, et re
onnu par un automate �ni.Les �el�ements de G sont alors �enum�er�es par l'interm�ediaire de L, et la s�eriede 
roissan
e S est rationnelle.B- Mar
he al�eatoire. Soit � une mesure de probabilit�e sur � et soit(an)n2N une suite de variables al�eatoires ind�ependantes et de loi �. Lamar
he al�eatoire sur G de loi � est d�e�nie par : Xn = Xn�1 �an�1 = a0 � : : : �an�1, o�u � est la loi de G. On s'int�eresse au 
omportement asymptotiquede la mar
he (Xn)n. Par exemple, on souhaite 
al
uler, sous la forme laplus expli
ite possible, la vitesse de fuite, 
'est-�a-dire la 
onstante 
 2 R+d�e�nie par : limn!1 jXnj�=n = 
 presque sûrement. Plus g�en�eralement,on souhaite obtenir une des
ription expli
ite de la mesure harmonique, 
'est-�a-dire de la loi de X1 = limnXn, qui donne la dire
tion prise par la mar
hedans sa fuite vers l'in�ni.Le probl�eme A est l'ar
h�etype des questions trait�ees en 
ombinatoire. I
i,on s'int�eresse au probl�eme B. Ce dernier est plus diÆ
ile que le probl�eme A.Avoir une bonne 
ompr�ehension de la 
ombinatoire peut être vu 
omme unpr�ealable pour pouvoir �etudier de fa�
on e�e
tive la mar
he al�eatoire. Unefa�
on de pr�e
iser l'intera
tion entre les probl�emes A et B est la suivante.Soit � : �� ! G le morphisme 
anonique qui asso
ie �a un mot l'�el�ement2



Jean Mairesse Alea 2007de G obtenu en rempla�
ant la 
on
at�enation par la loi de G. �Etudier la
ombinatoire de G revient �a s'int�eresser �a la mesure uniforme sur Gn =fg 2 G; jgj� = ng. �Etudier la mar
he al�eatoire simple (� uniforme) revient�a s'int�eresser �a l'image par � de la mesure uniforme sur �n = fu 2 ��; juj =ng. Les groupes et mono��des que l'on va ren
ontrer dans 
e m�emoire aurontune stru
ture 
ombinatoire ri
he. En parti
ulier, il va exister des automates�nis pour manipuler et 
ompter les �el�ements. La pr�esen
e de tels automatesfournit un levier 
ombinatoire puissant pour aborder l'�etude des mar
hesal�eatoires.L'id�ee 
lef est ensuite que la stru
ture 
ombinatoire devrait se re
�eterau niveau de la mesure harmonique de la mar
he, et don
 que 
ette derni�eredevrait aussi, en un sens, se d�e
rire �a l'aide d'automates �nis. Une retomb�eeimportante est alors la 
apa
it�e �a 
al
uler expli
itement la vitesse de fuiteou l'entropie de la mar
he. (Ces quantit�es existent par sous-additivit�e maisleur d�etermination expli
ite est un probl�eme notoirement diÆ
ile.)Dans la premi�ere partie, on r�ealise 
e programme dans un 
ertain nombrede situations o�u le graphe de Cayley de G a une stru
ture arbores
ente :produits libres de groupes ou mono��des �nis, 
ertains groupes de tra
e. Unautre 
as (non trait�e i
i) que l'on peut �etudier suivant 
ette d�emar
he estle groupe de tresse �a trois brins B3. L'exemple de B3 est embl�ematique.Il faut en e�et e�e
tuer une �etude pr�e
ise de la 
ombinatoire de B3, avantde r�einvestir 
ette 
onnaissan
e dans l'analyse de la mar
he al�eatoire. Pourplus de d�etails, voir [23, 25℄.Dans une deuxi�eme partie, on propose une synth�ese inattendue entreles �les d'attente Markoviennes et les mar
hes al�eatoires du type de 
elles�etudi�ees en premi�ere partie. Le mod�ele est une �le ave
 des arriv�ees, unbu�er et un serveur, mais le 
ontenu du bu�er �evolue, sous l'e�et des arriv�ees,
omme une mar
he al�eatoire sur un (semi)groupe. Ces �les sont baptis�ees0-automatiques.Dans une �le 0-automatique, le 
ontenu de la salle d'attente n'est pas
od�e par un entier mais par un mot non-
ommutatif sur un alphabet. Ce
ipermet d'introduire une notion de 
lasses de 
lients et de mod�eliser desph�enom�enes nouveaux tels que l'annulation ou la fusion entre 
lients. Ler�esultat saillant est que toutes les �les 0-automatiques ont un pro
essus ded�eparts Poissonnien (quasi-r�eversibilit�e).Con
r�etement, 
ela entraine que l'analyse math�ematique d�evelopp�eepour les �les 
lassiques, s'adapte �a 
e 
ontexte. En parti
ulier, la ri
heth�eorie des r�eseaux dits �a forme produit s'enri
hit d'une nouvelle bran
he :les r�eseaux 0-automatiques.La premi�ere partie repose, pour la partie originale, sur les arti
les [19,20, 21, 24℄ (ave
 Fr�ed�eri
 Math�eus de l'Universit�e de Bretagne-Sud) et lase
onde sur les arti
les [5, 6℄ (ave
 Thu-Ha Dao-Thi du LIAFA).3



Jean Mairesse Alea 20072 Pr�eliminaires2.1 Pr�esentation de mono��de et de groupeOn travaille sur des groupes et mono��des d�e�nis par g�en�erateurs et relations.Rappelons les d�e�nitions de base.�Etant donn�e un ensemble non-vide A, le mono��de libre A� est le mono��de
onstitu�e de l'ensemble des mots �nis sur l'alphabet A ave
 la 
on
at�enation
omme loi interne. Le mot vide est not�e 1. La longueur d'un mot u (nombrede lettres) est not�ee juj.Soit (M; �) un groupe ou mono��de �niment engendr�e et soit � un en-semble �ni de g�en�erateurs. On note � : �� !M le morphisme de mono��dequi �a un mot a1 � � � ak asso
ie l'�el�ement de mono��de a1 � � � � � ak. Un motu 2 ��1(m) est un repr�esentant de m. Il existe une notion 
anonique delongueur d'un �el�ement dans un mono��de.D�e�nition 2.1. La longueur (par rapport �a �) d'un �el�ement m de M estd�e�nie par jmj� = minfk j m = u1 � � � � � uk; ui 2 �g :Un repr�esentant u de m est g�eod�esique si juj = jmj�.Le graphe de Cayley X(M;�) du mono��deM par rapport aux g�en�erateurs� est le graphe orient�e d'ensemble de n�udsM et d'ensemble d'ar
s fm �!m � a; m 2 M;a 2 �g. On remarque que jmj� est la distan
e g�eod�esique(en nombre d'ar
s) pour aller de 1M �a m dans X(M;�).Des exemples de graphe de Cayley apparaissent en �gures 3 ou 6. Parsou
i de lisibilit�e, les doubles ar
s orient�es  ! sont repr�esent�es par desarêtes non-orient�ees ��.Un langage L de �� est une se
tion ou un ensemble de formes normalesde M (par rapport �a �) si la restri
tion de � : �� ! M �a L d�e�nit unebije
tion, 
'est-�a-dire si tout �el�ement de M poss�ede un unique repr�esentantdans L. Si tous les mots de L sont g�eod�esiques, on dit que L est une se
tiong�eod�esique.D�e�nition 2.2. Soit � un ensemble �ni non-vide. Le mono��de pr�esent�epar � et R � �� � �� est le quotient du mono��de libre �� par la pluspetite 
ongruen
e 
ontenant les relations u � v; (u; v) 2 R. On le noteh � j u = v; (u; v) 2 R i+.Deux mots de �� repr�esentent le même �el�ement de h � j u = v; (u; v) 2R i+ si on peut passer de l'un �a l'autre par substitutions su

essives du typexuy ! xvy; (u; v) ou (v; u) 2 R. 4



Jean Mairesse Alea 2007Soit � un ensemble �ni non-vide et soit ��1 = fa�1; a 2 �g une 
opiedisjointe de �. Le mono��de pr�esent�e parh � t ��1 j 8a 2 �; aa�1 = 1; a�1a = 1 i+est un groupe. On l'appelle le groupe libre engendr�e par � et on le noteF(�). Les graphes de Cayley de F(a; b) par rapport �a di��erents ensemblesde g�en�erateurs sont repr�esent�es en �gure 12.D�e�nition 2.3. Soit � un ensemble �ni non-vide et soit ��1 une 
opiedisjointe de �. Soit une relation R � (� t ��1)� � (� t ��1)�. Le groupepr�esent�e par � et R, not�e h � j u = v; (u; v) 2 R i, est le quotient de F(�)par la plus petite 
ongruen
e 
ontenant les relations u � v; (u; v) 2 R.On remarque qu'on adopte une notation di��erente pour les pr�esentationsde groupe, d�ef. 2.3, et les pr�esentations de mono��des, d�ef. 2.2.2.2 Mar
hes al�eatoires sur les groupes et mono��desD�e�nition 2.4. Soit (M; �) un mono��de dis
ret et soit � une mesure deprobabilit�e sur M . La mar
he al�eatoire (M;�) est la 
hâ�ne de Markovd'espa
e d'�etats M et de matri
e de transition P donn�ee par8u; v 2M; Pu;v = �(fm j u �m = vg) :Lorsque M est un groupe, on a Pu;v = �(u�1 � v).Soit (xn)n une suite de v.a. i.i.d. (variables al�eatoires ind�ependantes etidentiquement distribu�ees) de loi �. PosonsX0 = 1M ; Xn+1 = Xn � xn = x0 � x1 � � � � � xn : (1)La suite de v.a. (Xn)n est une r�ealisation de la mar
he al�eatoire (M;�). Laloi de Xn est ��n, le n-i�eme produit de 
onvolution de �.Lorsque �(�) = 1, on dit que (M;�) est une mar
he al�eatoire au pluspro
he voisin (par rapport �a �). En e�et, les sauts de la mar
he al�eatoires'e�e
tuent entre n�uds voisins dans le graphe de Cayley X(M;�). Lorsque� est en plus uniforme sur �, on dit que (M;�) est la mar
he al�eatoire simple(par rapport �a �).Le r�esultat 
i-dessous, remarqu�e pour la premi�ere fois par Guivar
'h [13℄,est une 
ons�equen
e du th�eor�eme ergodique sous-additif de Kingman.
5



Jean Mairesse Alea 2007Proposition 2.5. Soit M un mono��de �niment engendr�e et soit � un en-semble �ni de g�en�erateurs. Soit (M;�) une mar
he al�eatoire et soit (Xn)nune r�ealisation de 
ette mar
he. Si on suppose que R jxj�d�(x) <1, alors9
 2 R+; limn!1 jXnj�n = 
 p.s., dans L1 :On appelle 
 la d�erive ou la vitesse de fuite de la mar
he al�eatoire.On peut voir la prop. 2.5 
omme une extension non-
ommutative de la loiforte des grands nombres, 
ette derni�ere 
orrespondant au 
as M = (Z;+).Intuitivement, 
 est la vitesse �a laquelle la mar
he s'�e
happe vers l'in�ni.Lorsque M est in�ni, la premi�ere question qui se pose est de savoir si lamar
he al�eatoire est r�e
urrente ou transiente.On rappelle qu'une 
hâ�ne de Markov irr�edu
tible sur un espa
e d'�etatsd�enombrable est r�e
urrente si une r�ealisation revient p.s. �a son point ded�epart, et transiente si elle n'est pas r�e
urrente, ou de fa�
on �equivalente siune r�ealisation quitte p.s. tout ensemble �ni d'�etats.Le r�esultat le plus 
�el�ebre sur les mar
hes al�eatoires est le th�eor�eme deP�olya : la mar
he al�eatoire simple sur (Zd;+) est r�e
urrente pour d = 1 ou2 et transiente pour d > 3. De fa�
on beau
oup plus g�en�erale, le r�esultatqui suit nous apprend que Z et Z2 sont les \seuls" groupes pour lesquels ilexiste une mar
he r�e
urrente.Th�eor�eme 2.6. Soit G un groupe in�ni et �niment engendr�e. Il existe unemesure de probabilit�e � dont le support engendre G et telle que (G;�) soitr�e
urrente ssi G 
ontient un sous-groupe d'indi
e �ni isomorphe �a Z ou �aZ2.Ce th�eor�eme, tr�es puissant, est dû �a Varopoulos, voir [31℄ ou [35, Chap.1.3℄. On en d�eduit en parti
ulier que les mar
hes al�eatoires sur les groupessur lesquelles on travaillera seront toujours transientes. (Il y a d'ailleurs desfa�
ons plus �el�ementaires de le montrer que de faire r�ef�eren
e au th�eor�eme2.6.) Il en sera de même pour les mar
hes al�eatoires sur les mono��des 
on-sid�er�ees i
i.
6



Jean Mairesse Alea 20073 Mar
hes al�eatoires sur les produits libresOn �etudie les mar
hes al�eatoires transientes sur les groupes et mono��desin�nis de type produit libre. On propose un r�esultat stru
turel sur la formede la mesure harmonique (th�eor�eme 3.7). Une retomb�ee du r�esultat est depermettre le 
al
ul expli
ite de la vitesse de fuite ou de l'entropie de lamar
he.3.1 Mar
he al�eatoire sur Z2 ? Z3Consid�erons un bu�er (une salle d'attente, si on n'aime pas les angli
ismes)dans lequel viennent prendre pla
e des 
lients de deux types : les joueurs detennis (
lasse a) et les jazzmen amateurs de trio (
lasse b). L'obje
tif de 
es
lients est de trouver un ou des partenaires. �A son arriv�ee, un 
lient prendpla
e en �n de bu�er et interagit ave
 le 
lient situ�e devant lui. Si tous deuxsont joueurs de tennis, ils quittent instantan�ement le bu�er pour aller faireune partie. De même, trois jazzmen 
ons�e
utifs quittent sans attendre lebu�er.
a

a

a a

a ab b bb

b

b

b

b

b

b

b b bFigure 1: �Evolution du 
ontenu du bu�er.On peut repr�esenter les 
lients par des pi�e
es et visualiser le 
ontenu dubu�er �a l'aide d'un empilement. On a un mod�ele pro
he des empilements deTetris, mais di��erent, sans 
ommutations et ave
 de nouveaux m�e
anismesd'annulation des pi�e
es, illustr�es en �g. 1.Remarque. On se gardera de d�e
rire 
e mod�ele 
omme une �le d'attente.En e�et, s'il y a des annulations de 
lients en �n de bu�er, il n'y a pas ded�eparts 
ons�e
utifs �a des servi
es en tête de bu�er. On rem�edie �a 
e manqueen x4.On peut r�esumer le m�e
anisme par les r�egles de simpli�
ation : a2 =1; b3 = 1. L'ensemble des 
ontenus possibles pour le bu�er est donn�e par lelangage rationnelL = fu1u2 � � � uk 2 fa; b; b2g� j 8i; ui+1 2 Next(ui)g ; (2)ave
 Next(a) = fb; b2g; Next(b) = Next(b2) = fag : (3)7



Jean Mairesse Alea 2007On 
onsid�ere maintenant un mod�ele al�eatoire. Le type de 
haque 
lientest al�eatoire, ind�ependant de 
elui des autres 
lients, et �egal �a a, resp. b,ave
 probabilit�e �(a) > 0, resp. �(b) = 1 � �(a) > 0. Soit Yn le 
ontenudu bu�er apr�es l'arriv�ee des n premiers 
lients, et jYnj le nombre de 
lients
orrespondant. La suite (Yn)n est une 
hâ�ne de Markov sur L.Premi�ere question. Peut-on d�eterminer la vitesse de 
roissan
e du bu�er,
'est-�a-dire la limite p.s. 
 = limn jYnj=n (qui existe par sous-additivit�e) ?Appelons 
 la vitesse de fuite. Supposons que (Yn)n est transient. Alorsle 
ontenu du bu�er 
onverge vers un empilement in�ni Y1 qui peut être vu
omme une v.a. �a valeurs dansL1 = fu1 � � � uk � � � 2 fa; b; b2gN j 8i; ui+1 2 Next(ui)g :Deuxi�eme question. Peut-on d�eterminer la loi de l'empilement in�ni Y1 ?On note la loi de Y1 par �1 et on l'appelle la mesure harmonique.Intuitivement, la mesure harmonique d�e
rit la \dire
tion" suivie par (Yn)ndans sa fuite vers l'in�ni.On va r�epondre aux deux questions et donner une des
ription expli
ite dela mesure harmonique et de la vitesse de fuite. Mais avant 
ela, on reformulele mod�ele dans le 
adre des mar
hes al�eatoires sur les groupes, 
f. x2.2.
 (b)µ

 (a)µ

 (b)µ

 (a)µ

xab2

xa

x

xaba

xab

Figure 2: Mar
he al�eatoire sur Z2 ? Z3.Le groupe Z2 ? Z3 est d�e�ni par la pr�esentation de groupeZ2 ? Z3 = h a; b j a2 = 1; b3 = 1 i : (4)Ce groupe est isomorphe au groupe modulaire PSL(2;Z), 
'est-�a-dire legroupe des matri
es 2x2 �a 
oeÆ
ients entiers et d�eterminant 1, quotient�epar �Id (la matri
e identit�e). 8



Jean Mairesse Alea 2007On peut r�einterpr�eter (Yn)n 
omme une r�ealisation de la mar
he al�eatoiresur Z2?Z3 d�e�nie par �. En parti
ulier, par appli
ation dire
te du th�eor�eme2.6, on a e�e
tivement que (Yn)n est transiente. La mesure harmonique �1vit sur la fronti�ere du groupe, voir �g. 3. (La `fronti�ere' en question est, i
i,aussi bien la fronti�ere hyperbolique que la fronti�ere des bouts.)Y1 � �1Yn

Figure 3: Fronti�ere de Z2 ? Z3 et mesure harmonique.Rappelons que le graphe de Cayley d'un groupe a �et�e d�e�ni en x2.2.Posons � = fa; b; b�1 = b2g. On peut voir (Yn)n 
omme une mar
he au pluspro
he voisin sur le graphe de Cayley X(Z2 ?Z3;�). On illustre 
e point devue, ainsi que la 
orrespondan
e ave
 les empilements, en �g. 2.Remarque. Ci-dessus, on a d�e�ni la longueur j � j 
omme �etant �egaleau nombre de 
lients, ave
 par exemple jb2j = 2. En d'autres termes, on
al
ule la longueur dans le groupe au sens de la d�ef. 2.1 mais par rapport�a l'ensemble de g�en�erateurs fa; bg. Il faudrait l�eg�erement adapter 
al
uls etformules pour passer de fa; bg �a �.De prime abord, il parâ�t plus simple de d�eterminer 
 qui est un s
alaireplutôt que �1 qui est une mesure sur des mots in�nis. L'appro
he, intro-duite dans M. [19℄ et M. & Math�eus [24℄, va être au 
ontraire de d�eterminerexpli
itement �1, puis d'en d�eduire la valeur de 
.Interm�ede. On propose au le
teur la question suivante pour mettre �al'�epreuve son intuition probabiliste. Quelle proportion tennismen/jazzmenfaut-il absolument �eviter ? En termes plus formels, 
omment 
hoisir �(a)et �(b) pour maximiser la vitesse de fuite 
 ? (R�eponse en (15).) Fin del'interm�ede.Pro
�edons par �etapes et 
ommen�
ons par expliquer pourquoi il n'est pas�el�ementaire de 
al
uler 
. 9



Jean Mairesse Alea 2007Modi�ons dans un premier temps le mod�ele en supposant que la 
lassed'un 
lient est de loi � d�e�nie par �(a) = p > 0 et �(b) = �(b2) = q =(1 � p)=2 > 0. (Les jazzmen peuvent don
 arriver par 2, en quête d'untroisi�eme partenaire.)Posons � = jYn+1j � jYnj. On aYn = ua =) Pf� = �1g = p; Pf� = 1g = q; Pf� = 2g = qYn = uab =) Pf� = �1g = q; Pf� = 1g = p+ qYn = uab2 =) Pf� = �2g = q; Pf� = �1g = q; Pf� = 1g = p :Comme (Yn)n est transiente, on a jYnj > 0 pour tout n assez grand. Pourde tels n, notons `n 2 fa; bg la derni�ere lettre de Yn vu 
omme un mot surl'alphabet fa; bg. On v�eri�e que (`n)n est une 
hâ�ne de Markov de matri
ede transition Q et de distribution stationnaire � donn�ees parQ = � 0 1p+ q q � ; � = � 1� q2� q 12� q � :Le seul point un peu subtil 
onsiste �a voir que Qb;a = p + q. On le justi�e
omme suitPf`n+1 = a j `n = b; Yn = uabg = �(a) + �(b2) = p+ qPf`n+1 = a j `n = b; Yn = uab2g = �(a) + �(b) = p+ q : (5)On a 
 = E�[�℄, o�u E�[�℄ est l'esp�eran
e sous la loi �. Or � ne d�ependde Yn qu'�a travers `n. On en d�eduit, en utilisant (5), que la vitesse de fuiteest donn�ee par
 = 1� q2� q ��p+ 3q�+ 12� q ��q + p� = q(3� 5q)2� q :On a don
 d�etermin�e 
 par une m�ethode essentiellement �el�ementaire.Revenons maintenant au mod�ele initial et montrons qu'il est de naturedi��erente. On rappelle que �(a) = p > 0 et �(b) = 1� p > 0.Au lieu de (5), on a maintenantPf`n+1 = a j `n = b; Yn = uabg = �(a) = pPf`n+1 = a j `n = b; Yn = uab2g = �(a) + �(b) = 1 : (6)On ne peut don
 pas regrouper ensemble les �etats de type uab et uab2. End'autres termes, (`n)n n'est pas une 
hâ�ne de Markov. En parti
ulier lorsqueYn = ua et Yn+1 = u, il est essentiel de savoir si u est de type wab ou wab2.Comme on peut 
ontinuer �a d�epiler, on voit qu'il est en fait n�e
essaire de
onserver l'information 
ompl�ete sur le 
ontenu de l'empilement Yn.En r�esum�e, il n'est pas possible de 
ontra
ter (Yn)n, qui est une 
hâ�nede Markov sur un espa
e d'�etats in�ni, en une 
hâ�ne de Markov sur un10



Jean Mairesse Alea 2007espa
e d'�etats �ni. En 
ons�equen
e, il n'y a pas de m�ethode �el�ementairepour 
al
uler 
.Expliquons maintenant 
omment 
al
uler 
 �a partir de �1. L'id�eeg�en�erale, variante du 
ouplage arri�ere (
f. le 
ours de Philippe Du
hon,Alea 2006), est due �a Furstenberg [11℄, voir aussi Derrienni
 [7℄.Soit (xn)n2N la suite des 
lients. Posons Yn = �(x0 � � � xn�1). Pourl'empilement limite, on �e
rit Y1 = �(x0x1x2 � � � ). Soit x�1 une v.a. de loi �ind�ependante de (xn)n. On s'int�eresse �a l'empilement limite �(x�1x0x1 � � � )obtenu �a partir de Y1 par \ajout �a gau
he" de x�1. Si Y1 = y0y1y2 � � � ; yi 2�, on se 
onvain
 ais�ement que l'on a,�(x�1x0 � � � ) = 8>>>><>>>>:x�1y0y1 � � � si y0 2 Next(x�1)b2y1y2 � � � si x�1 = y0 = by1y2 � � � si x�1 = y0 = ay1y2 � � � si x�1 = b; y0 = b2 (7)Notons � la variation de la longueur de l'empilement Y1 par ajout �a gau
hede x�1. Comme Y1 est un empilement in�ni, il faut sans doute être pluspr�e
is : on pose � = 1 lorqu'on se trouve dans le premier 
as dans (7),� = 0 dans le se
ond 
as, � = �1 dans le troisi�eme 
as et, en�n, � = �2dans le dernier 
as. En utilisant (7), on peut exprimer E[�℄ en fon
tion dela loi de Y1. On obtientE[�℄ = �(a)��1(b�N) + �1(b2�N)�+ �(b)�1(a�N)��(a)�1(a�N)� 2�(b)�1(b2�N) : (8)On rappelle que 
 = limnE[jYnj℄=n (prop. 2.5). Admettons que la suite�E[jYn+1j � jYnj℄�n 
onverge. On a alors 
 = limnE[jYn+1j � jYnj℄. Enutilisant que les suites (x�1; : : : ; xn�1) et (x0; : : : ; xn) ont la même loi, onobtient, 
 = limn E�j�(x0x1 � � � xn)j � j�(x0x1 � � � xn�1)j�= limn E�j�(x�1x0 � � � xn�1)j � j�(x0x1 � � � xn�1)j�= E�limn j�(x�1x0 � � � xn�1)j � j�(x0x1 � � � xn�1)j� : (9)(Les v.a. ���(x�1x0 � � � xn�1)j�j�(x0x1 � � � xn�1)j�� sont uniform�ement born�eespar 2. L'inversion de la limite et de l'esp�eran
e se fait don
 sans douleur.)Par d�e�nition, � = limn j�(x�1x0 � � � xn�1)j � j�(x0x1 � � � xn�1)j. Enparti
ulier, la suite (E(jYn+1j � jYnj))n 
onverge bien. On 
on
lut don
 que
 = E[�℄.En parti
ulier, 
 est donn�e par (8) et s'exprime don
 en fon
tion desmarginales de dimension 1 de �1. 11
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 x�3 x�2 x�1x�3 x�2 y0 y1 y2y2y1Figure 4: Cal
ul de la vitesse de fuite �a partir de la mesure harmonique.On peut pr�esenter 
e dernier argument de fa�
on l�eg�erement di��erente,et tenter une illustration visuelle, voir �g. 4.Apr�es x�1, on ajoute par la gau
he �a l'empilement in�ni les pi�e
es x�2,x�3, : : : , toutes ind�ependantes les unes des autres et de loi �. La partiegau
he de l'empilement ainsi 
onstitu�e grandit �a la vitesse 
. Or, par sta-tionnarit�e, la variation moyenne de longueur de l'empilement est la mêmepar ajout de toute pi�e
e x�i, elle est don
 �egale �a 
.Il reste don
, mais 
'est �evidemment le point 
ru
ial, �a d�eterminer �1.Pour tout u 2 L, d�e�nissonsq(u) = Pf9n; Yn = ug ;la probabilit�e d'atteinte de u. On a les propri�et�es suivantes,8uv 2 L; q(uv) = q(u)q(v); �1(uv�N) = q(u)�1(v�N) : (10)Pour d�emontrer (10), on utilise �a bon es
ient trois arguments : (i) pour allerde 1 �a u1 � � � uk dans X(Z2 ? Z3;�), on passe for
�ement par u1 � � � ui; i < k;(ii) le graphe X(Z2 ?Z3;�) est le même vu depuis n'importe quel n�ud; (iii)la mar
he (Yn)n v�eri�e la propri�et�e de Markov forte.En parti
ulier, (10) implique,8x 2 �; �1(x�N) = Xy2Next(x)�1(xy�N) = q(x)�1(Next(x)�N) : (11)Posons r(x) = �1(x�N) pour x 2 �. On a don
 q(x) = r(x)=r(Next(x)).En r�eappliquant (10), on exprime �1 en fon
tion de r uniquement. Pouru = u1 � � � uk 2 L,�1(u�N) = q(u1) � � � q(uk�1)r(uk)= r(u1)r(Next(u1)) � � � r(uk�1)r(Next(uk�1))r(uk)= r(u1) r(u2)r(Next(u1)) � � � r(Next(uk))r(uk�1) :On peut don
 d�e
rire �1 
omme la mesure de probabilit�e Markovienne dedistribution initiale r et de matri
e de transition Q d�e�nie par : 8u; v 2�; Qu;v = r(v)=r(Next(u)) si v 2 Next(u), et Qu;v = 0 sinon.12



Jean Mairesse Alea 2007En expli
itant �1 dans (8), on obtient la formule suivante pour la vitessede fuite,
 = �(a)��r(a) + r(b) + r(b2)�+ �(b)�r(a) + r(b)� 2r(b2)� : (12)Il reste �a d�eterminer r. Pour 
e faire, on r�eutilise l'id�ee suivante : la loide l'empilement in�ni est invariante par ajout �a gau
he d'une pi�e
e de loi�, 
'est-�a-dire �(x�1x0 � � � ) � �(x0x1 � � � ). Cet �equilibre en loi implique enparti
ulier les �equations,r(a) = �(a)�r(b) + r(b2)�+ �(b)�1(b2a�N)r(b) = �(b)r(a) + �(a)�1(ab�N)r(b2) = �(b)r(b) + �(a)�1(ab2�N) :En utilisant (10) et (11), on peut r�e�e
rire 
es �equations en fon
tion de runiquement; on obtient,r(a) = �(a)�r(b) + r(b2)�+ �(b)r(b2)r(b) = �(b)r(a) + �(a) r(a)r(b) + r(b2)r(b) (13)r(b2) = �(b)r(b) + �(a) r(a)r(b) + r(b2)r(b2) :Les �equations (13) jouent un rôle 
entral et m�eritent don
 un nom. On lesappelle �Equations de Tra�
 de la mar
he.Il ne reste plus qu'�a 
onstater que les �Equations de Tra�
 ont une uniquesolution et 
ara
t�erisent don
 bien r. Cette solution est la suivante, enfon
tion de �(a) = p,r(a) = 4� p+ p2 � (1� p)p4 + p22(3 + p2)r(b) = �1 +p4 + p23 + p2r(b2) = 4 + p+ p2 � (1 + p)p4 + p22(3 + p2)En rempla�
ant dans (12), on obtient la vitesse de fuite sous forme 
lose. Ontrouve 
 = (�1 + p)�(p+ 2)(p+ 3)� (3 + 5p)p4 + p2�2(3 + p2) : (14)Interm�ede. �A partir de (14), on obtient la valeur du param�etre p quimaximise 
. Il s'agit de la plus grande ra
ine r�eelle du polynôme6X6 + 79X4 � 28X3 + 353X2 � 204X + 15 : (15)13



Jean Mairesse Alea 2007Num�eriquement, on a p = 0:48426 : : : et la vitesse de fuite 
orrespondanteest 
max = 0:19932 : : : . Fin de l'interm�ede.Rempla�
ons la loi � par la loi � d�e�nie par �(a) = 1� p� q > 0; �(b) =p > 0; �(b2) = q > 0. On a repr�esent�e en �g. 5 la vitesse de fuite de lamar
he al�eatoire (Z2 ? Z3; �) pour la longueur par rapport �a fa; b; b2g (
on-trairement aux 
al
uls pr�e
�edents o�u la longueur �etait 
al
ul�ee par rapport�a fa; bg).
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Figure 5: La vitesse de fuite de (Z2 ? Z3; �) en fon
tion de p = �(b) et deq = �(b2), vue sous deux angles di��erents.M�ethode de Sawyer & Steger.L'appro
he que l'on vient de suivre est 
elle de M. [19℄ et M. &Math�eus [24℄. D�e
rivons une autre m�ethode pour 
al
uler 
. Elle a �et�eintroduite par Sawyer & Steger [28℄ pour le groupe libre, mais s'adapte au
ontexte pr�esent.I
i on interpr�ete (Yn)n 
omme une r�ealisation de la mar
he al�eatoire(Z2 ? Z3; �), et on 
al
ule la longueur par rapport �a fa; b; b2g.Pour u 2 Z2 ? Z3, on d�e�nit la v.a. �(u) = minfn j Yn = ug (ave
�(u) =1 si u n'est pas atteint). D�e�nissons la s�erie g�en�eratri
e de premierpassage S 2 R[[y; z℄℄ par :S(y; z) =Xk2N yk Xjuj=k Xn2NPf�(u) = ngzn : (16)14



Jean Mairesse Alea 2007Soit Sy et Sz les d�eriv�ees partielles de S par rapport �a y et z. En adaptantles r�esultats de [28, Th. 2.2 et se
tion 6℄ (voir aussi [26, Se
tion 6℄), onobtient la formule suivante pour la vitesse de fuite :
 = Sy(1; 1)=Sz(1; 1) : (17)Posons q(u; z) = Pn2N Pf�(u) = ngzn. En parti
ulier, q(u; 1) = q(u), laprobabilit�e d'atteinte de u d�e�nie pr�e
�edemment. Une analyse de type \unpas en avant" permet d'obtenir,q(a; z) = �(a)z + �(b)q(b2; z)q(a; z)z + �(b2)q(b; z)q(a; z)zq(b; z) = �(b)z + �(b2)q(b2; z)z + �(a)q(a; z)q(b; z)zq(b2; z) = �(b)q(b; z)z :En utilisant 
es �equations, les �equations 
orrespondantes pour dq(�; z)=dz eten jouant ave
 les �equations (16) et (17), on obtient,
 = q(a)=(1 + q(a))2 + (q(b) + q(b2))=(1 + q(b) + q(b2))2q0(a)=(1 + q(a))2 + (q0(b) + q0(b2))=(1 + q(b) + q(b2))2 (18)u 2 fa; b; b2g; q0(u) = �dq(u; z)dz �jz=1 :Au prix de quelques e�orts, on peut r�esoudre enti�erement les �equations etr�e
up�erer 
 sous forme 
lose.Mise en perspe
tive.La formule (18) est plus 
ompliqu�ee que la formule (12). Notre appro
heutilise en e�et la nature Markovienne de la mesure harmonique et fournitun 
hemin plus dire
t pour le 
al
ul de 
. En 
ons�equen
e, elle o�re plus de
han
es de r�esoudre expli
itement les �equations pour obtenir 
 sous forme
lose. Dans le 
as de Z2 ? Z3, les deux m�ethodes permettent d'a

�eder aur�esultat. En revan
he, les r�esultats qui seront pr�esent�es en x3.3 et x3.4paraissent totalement hors d'atteinte par la m�ethode de Sawyer-Steger.Notons au passage qu'au
une formule 
lose pour la vitesse de fuite (dutype de la formule (14)) n'apparaissait dans la litt�erature avant [19℄ et [24℄,bien que la m�ethodologie g�en�erale de Sawyer-Steger ait �et�e bien 
onnue.3.2 Mar
hes al�eatoires sur les produits libresLes r�esultats pr�e
�edents sont vrais dans un 
adre g�en�eral que l'on va main-tenant pr�e
iser.D�e�nition 3.1. Soit (Gi)i2I une famille de groupes de pr�esentations h�i jRi i, ave
 8i; j; �i\�j = ;. Posons � = ti2I�i. Le produit libre de (Gi)i2I15



Jean Mairesse Alea 2007est le groupe d�e�ni par la pr�esentation de groupe ?i2IGi = h � j ti2IRi i.On d�e�nit de fa�
on analogue le produit libre de mono��des.Un groupe libre 
euri est le produit libre d'un groupe libre �niment en-gendr�e et d'une famille �nie de groupes �nis. Un mono��de libre 
euri estle produit libre d'un groupe libre �niment engendr�e, d'un mono��de libre �n-iment engendr�e et d'une famille �nie de mono��des �nis.Le terme groupe libre 
euri est notre tradu
tion (libre et 
eurie) du termeanglais plain group propos�e par Haring-Smith [14℄.Le groupe modulaire Z2 ? Z3 de x3.1 est un groupe libre 
euri. C'est leproduit libre du groupe 
y
lique d'ordre 2 et du groupe 
y
lique d'ordre 3.Consid�erons un groupe libre 
euri in�ni (G; �) ave
 G = F(U)?G1 ? � � � ?Gk. Posons I = f0; 1; : : : ; kg et�0 = U t U�1; 8i 2 I n f0g; �i = Gi n f1Gig; � = ti2I�i :L'ensemble � est un ensemble de g�en�erateurs pour G, qu'on appelleg�en�erateurs naturels. Posons8a 2 �0; Next(a) = � n fa�1g; 8i 2 I n f0g;8a 2 �i; Next(a) = � n �i :On a : [b 2 Next(a)℄ () [a 2 Next(b)℄ () [a � b 62 � [ f1Gg℄ () [b � a 62� [ f1Gg℄. D�e�nissonsL(G;�) = fu1 � � � uk 2 �� j 8i 2 f1; : : : ; k � 1g; ui+1 2 Next(ui)g : (19)Le langage L(G;�) est une se
tion rationnelle de G, g�eod�esique par rapport�a �. On identi�e G et L(G;�). Ave
 
ette identi�
ation, on peut d�e
rire laloi de groupe � de G r�e
ursivement. Soit u = u1 � � � uk et v = v1 � � � vl, on a,u � v = 8><>:u1 � � � (uk�1)(uk)(v1)(v2) � � � vl si v1 2 Next(uk)u1 � � � (uk�1)(w)(v2) � � � vl si uk � v1 = w 2 �u1 � � � uk�1 � v2 � � � vl si uk = v�11 ;Intuitivement la loi de G est la 
on
at�enation, ave
 simpli�
ations�eventuelles au point de 
onta
t jusqu'�a obtenir un mot sous forme normale.Soit � une mesure de probabilit�e dont le support est in
lus dans � etengendre G. On 
onsid�ere la mar
he al�eatoire (G;�) que l'on suppose tran-siente.Remarque. Supposer la transien
e n'est pas une hypoth�ese tr�es restri
-tive. Parmi les groupes libres 
euris, Z et Z=2Z?Z=2Z ont un statut �a part.Sur Z, toute mar
he al�eatoire sym�etrique est r�e
urrente, et sur Z=2Z?Z=2Z,16



Jean Mairesse Alea 2007toute mar
he al�eatoire est r�e
urrente. En dehors de 
es 
as, et en appli
ationdu th�eor�eme 2.6, la mar
he al�eatoire (G;�) est transiente.Consid�erons �N muni de la topologie produit. On d�e�nitL1(G;�) = fu0u1u2 � � � 2 �N; 8i 2 N; ui+1 2 Next(ui)g : (20)L'ensemble L1(G;�) est une identi�
ation de la fronti�ere du groupe (ils'agit, i
i, �a la fois de la fronti�ere des bouts, et de la fronti�ere hyperboliquedu groupe).Soit (Xn)n une r�ealisation de la mar
he al�eatoire (G;�). Comme (Xn)nest transiente et que par ailleurs la distan
e pr�e�xe entre Xn et Xn+1 est auplus 2, on en d�eduit qu'il existe une v.a. X1 �a valeurs dans L1(G;�) telleque p.s. limn!1Xn = X1 ;
'est-�a-dire que la longueur du pr�e�xe 
ommun de Xn et X1 tend versl'in�ni p.s. Soit �1 la loi de X1. On appelle �1 la mesure harmonique de(G;�).Soit (xi)i une suite de v.a. i.i.d. de loi �. On suppose que (Xn)nest la r�ealisation de (G;�) 
orrespondante, i.e. Xn = �(x0 � � � xn�1). Ilest naturel d'introduire la 
onvention de notation : X1 = �(x0x1x2 � � � ).Maintenant 
onsid�erons la v.a. �(x�1x0x1x2 � � � ) (même 
onvention de no-tation). Clairement les v.a. X1 et �(x�1x0x1x2 � � � ) ont la même loi. Cequi se traduit par le fait que la mesure harmonique �1 doit v�eri�er les�equations : pour tout u = u1 � � � uk 2 L(G;�); k > 2,�1(u�N) = �(u1)�1(u2 � � � uk�N) + Xx�y=u1 �(x)�1(yu2 � � � uk�N)+ Xx2Next(u1)�(x�1)�1(xu�N) : (21)En fait, 
es �equations 
ara
t�erisent la mesure harmonique.Proposition 3.2. La mesure harmonique est l'unique mesure de probabilit�ev�eri�ant les �equations (21).Commentons la prop. 3.2. Notons � � �1 la mesure d�e�nie par lapartie droite des �equations (21). Les �equations en question s'�e
rivent don
 :�1 = � � �1. Cette �egalit�e peut être vue 
omme un analogue de l'�egalit�e�P = � 
ara
t�erisant la distribution stationnaire � d'une 
hâ�ne de Markovergodique de matri
e de transition P . I
i, on est parti d'une 
hâ�ne deMarkov (Xn)n non pas ergodique mais transiente. Cependant, le d�etour
onsistant �a travailler sur l'objet limiteX1 permet de se rammener �a l'�etude17



Jean Mairesse Alea 2007d'une �equation �a l'�equilibre : �1 = ���1. C'est pr�e
is�ement 
ette �equationque l'on va r�esoudre dans la suite (
f. la preuve du lemme 3.6).En utilisant un argument similaire �a 
elui utilis�e pour justi�er (8), onobtient le r�esultat suivant.Proposition 3.3. La vitesse de fuite de la mar
he al�eatoire est donn�ee par
 = Xa2��(a)h��1(a�1�N) + Xb2Next(a)�1(b�N)i : (22)Les arguments 
l�es �a l'�uvre dans les propositions 3.2 et 3.3 sont dûs �aFurstenberg [10, 11℄. On peut trouver une preuve 
ompl�ete pour le groupelibre, ainsi que des r�ef�eren
es pr�e
ises, dans Ledrappier [18, Th. 1.12 et Th.4.10℄.D�e�nition 3.4. Soit r 2 fx 2 R� j 8i; xi > 0; Pi xi = 1g. Soit la matri
eQ de dimension �� � donn�ee parQu;v = (r(v)=r(Next(u)) si v 2 Next(u) ;0 sinon : :La mesure Markovienne multipli
ative de base r est la mesure de probabilit�e�1 sur �N d�e�nie par �1(u1 � � � uk�N) = r(u1)Qu1;u2 � � �Quk�1;uk .Posons q(u) = r(u)=r(Next(u)). On a�1(u1 � � � uk�N) = (q(u1) � � � q(uk�1)r(uk) si u1 � � � uk 2 L(G;�) ;0 sinon : (23)Observons que la mesure �1 n'est pas en g�en�eral stationnaire par rapportau d�e
alage � : �N ! �N; (xn)n 7! (xn+1)n. En e�et, la premi�ere marginalede �1 est r alors que la distribution stationnaire de Q est � = p=p(�) o�up = (r(a)r(Next(a)))a2�.D�e�nition 3.5 (�Equations de Tra�
). Les �Equations de Tra�
 asso
i�ees �a(G;�) sont d�e�nies par, 8a 2 �,x(a) = �(a)x(Next(a)) + Xu�v=a �(u)x(v) + Xu2Next(a) �(u�1) x(u)x(Next(u))x(a) :(24)Le lien entre les �Equations de Tra�
 et la mesure harmonique s'�etablitpar l'interm�ediaire du lemme suivant.18



Jean Mairesse Alea 2007Lemme 3.6. Si la mesure harmonique �1 est Markovienne multipli
ativede base r, alors r est une solution des �Equations de Tra�
. R�e
iproquement,si les �Equations de Tra�
 admettent une solution r 2 fx 2 R� j 8i; xi >0; Pi xi = 1g, alors la mesure harmonique �1 est la mesure Markoviennemultipli
ative de base r.Preuve. Supposons que la mesure harmonique �1 est la mesure Markovi-enne multipli
ative (MMM) de base r. La mesure harmonique doit v�eri�erles �equations (21). En parti
ulier, on doit avoir, pour tout a 2 �,�1(a�N) = �(a) Xx2Next(a) �1(x�N) + Xu�v=a�(u)�1(v�N)+ Xx2Next(a) �(x�1)�1(xa�N) :Si on simpli�e �a l'aide de (23), on obtientr(a) = �(a) Xx2Next(a) r(x)+ Xu�v=a �(u)r(v)+r(a) Xx2Next(a) �(x�1) r(x)r(Next(x)) :On en d�eduit que r est une solution des �Equations de Tra�
.R�e
iproquement, soit r 2 fx 2 R� j 8i; xi > 0; Pi xi = 1g une solutiondes �Equations de Tra�
. Soit �1 la MMM de base r. D'apr�es la proposition3.2, la mesure �1 est la mesure harmonique si et seulement si les �equations(21) sont v�eri��ees, 
'est-�a-dire, pour tout u = u1 � � � uk 2 L(G;�); k > 2,�1(u�N) = �(u1)�1(u2 � � � uk�N) + Xx�y=u1 �(x)�1(yu2 � � � uk�N)+ Xx2Next(u1)�(x�1)�1(xu�N) :Posons q(a) = r(a)=r(Next(a)) pour tout a. Les �equations pr�e
�edentes sontv�eri��ees si et seulement si :q(u1) = �(u1)q(u2) � � � q(uk�1)r(uk)q(u2) � � � q(uk�1)r(uk) + Xx�y=u1 �(x)q(y)q(u2) � � � q(uk�1)r(uk)q(u2) � � � q(uk�1)r(uk)+ Xx2Next(u1)�(x�1)q(x)q(u1) � � � q(uk�1)r(uk)q(u2) � � � q(uk�1)r(uk) :Ou de fa�
on �equivalente :r(u1) = �(u1)r(Next(u1)) + Xx�y=u1 �(x)r(y)r(Next(u1))r(Next(y))+ Xx2Next(u1)�(x�1) r(x)r(Next(x))r(u1) : (25)19



Jean Mairesse Alea 2007En v�eri�ant tous les 
as possibles un par un, on montre quex � y 2 � =) Next(x � y) = Next(y) :On en d�eduit que r(Next(u1)) = r(Next(y)). Don
 les �equations (25) sont�equivalentes �a :r(u1) = �(u1)r(Next(u1))+ Xx�y=u1 �(x)r(y)+ Xx2Next(u1)�(x�1) r(x)r(Next(x))r(u1):Or 
es derni�eres �equations sont bien v�eri��ees puisque r est une solution des�Equations de Tra�
. On en 
on
lut que �1 est bien la mesure harmonique.On peut maintenant �enon
er et d�emontrer le r�esultat prin
ipal.Th�eor�eme 3.7. Soit G un groupe libre 
euri in�ni et � un ensemble deg�en�erateurs naturels. Soit � une mesure de probabilit�e dont le support estin
lu dans � et engendre G. On suppose que la mar
he al�eatoire (G;�) esttransiente. Les �Equations de Tra�
 (24) ont une unique solution r dansfx 2 R� j 8i; xi > 0; Pi xi = 1g. La mesure harmonique �1 de la mar
heest la mesure Markovienne multipli
ative de base r.Preuve. Pour tout a 2 �, posons q(a) = Pf9n j Xn = ag, la probabilit�ed'atteinte de a. On a 
lairement 0 < q(a) < 1. Par ailleurs, on a, 8a 2 �,q(a) = �(a) + Xu�v=a�(u)q(v) + q(a) X
2�n�a �(
)q(
�1) : (26)Les deux premiers termes sur la droite de (26) sont plus ou moins �evidents.Supposons maintenant que le premier pas du mar
heur al�eatoire est du type
 2 �n�a. �Etant donn�e la stru
ture arbores
ente du graphe de Cayley,le mar
heur doir revenir en 1G avant de pouvoir �eventuellement atteindrea. Cependant la probabilit�e d'atteinte de 1G partant de 
 est �egale �a laprobabilit�e d'atteinte de 
�1 partant de 1G. Ce qui 
orrespond au troisi�emeterme de droite dans (26).Une simple r�e�e
riture des �Equations de Tra�
 (24) donne :x(a)x(�n�a) = �(a) + Xu�v=a �(u) x(v)x(�n�v) + x(a)x(�n�a) Xu2�n�a �(u�1) x(u)x(�n�u) :(27)Il est don
 naturel de re
her
her une solution r v�eri�ant :8a 2 �; r(a)r(�n�a) = q(a) : (28)20



Jean Mairesse Alea 2007Il reste �a d�emontrer que les �equations (28) poss�edent une solution en r. Ilest 
lair qu'il existe une solution si et seulement si les �equations suivantesen ont une : (r(�i) = q(�i)r(�n�i) (i)Pj2I r(�j) = 1 (sum) : (29)Pour un i donn�e, 
onsid�erons les �equations : f(i); (sum)g. Leur solutionest : r(�i) = q(�i)=(1 + q(�i)); r(�n�i) = 1=(1 + q(�i)). Pour obtenir unesolution globale �a (29), la 
ondition n�e
�essaire et suÆsante est d'avoir :Xi2I q(�i)1 + q(�i) = 1 : (30)Il reste �a d�emontrer (30). En partant de (26) et en sommant sur �i, onobtient :q(�i) = �(�i) + Xa2�i Xu�v=a�(u)q(v) + q(�i) Xa2�n�i �(a�1)q(a)= �(�i) + �(�i)q(�i)�Xa2�i �(a�1)q(a) + q(�i) Xa2�n�i �(a�1)q(a)On en d�eduit :q(�i)1 + q(�i) = �(�i) + q(�i)1 + q(�i) Xa2�n�i �(a�1)q(a)� 11 + q(�i) Xa2�i �(a�1)q(a)Xi q(�i)1 + q(�i) = 1 +Xi �Xa2�i �(a�1)q(a)��Xj 6=i q(�j)1 + q(�j) � 11 + q(�i)�Xi q(�i)1 + q(�i) � 1 = �Xa2��(a�1)q(a)��Xi q(�i)1 + q(�i) � 1� :Comme 0 < q(a) < 1 pour tout a, on aPa2� �(a�1)q(a) < 1. On en 
on
lutque l'on doit avoir : Pi q(�i)=(1 + q(�i))� 1 = 0. Don
 l'�equation (30) estv�eri��ee. Il en r�esulte que les �Equations de Tra�
 ont une solution qui est :8a 2 �; r(a) = q(a)1 + q(�a) : (31)D'apr�es le lemme 3.6, une telle solution est unique et la mesure harmoniqueest la mesure Markovienne multipli
ative de base r.
21



Jean Mairesse Alea 2007Corollaire 3.8. Sous les hypoth�eses du th�eor�eme 3.7, la d�erive est donn�eepar 
 =Xa2��(a)��r(a�1) + Xb2Next(a) r(b)� ; (32)o�u r est la base de la mesure harmonique.Le th�eor�eme 3.7 est prouv�e dans le 
ontexte des 
ouples 0-automatiques,voir x3.5, dans M. [19℄, et pour les produits libres de groupes �nis dans M.& Math�eus [24℄. Lorsqu'on sp�e
ialise le th�eor�eme au 
as du groupe libreG = F(�), on retrouve un r�esultat 
lassique essentiellement dû �a Dynkin &Malyutov [9℄ mais �enon
�e sous 
ette forme dans Sawyer & Steger [28℄, voiraussi Ledrappier [18℄.Extension aux produits libres de groupes d�enombrablesLes r�esultats s'�etendent aux produits libres de groupes d�enombrables. Pluspr�e
is�ement, soit G = ?i2IGi; jIj > 2; le produit libre d'une famille �niede groupes d�enombrables. Soit l'ensemble d�enombrable de g�en�erateurs � =tiGinf1Gig. Soit � une mesure de probabilit�e dont le support est in
lus dans� et engendre G. On suppose que la mar
he al�eatoire (G;�) est transiente.D�e�nissons les �Equations de Tra�
 exa
tement 
omme en (24). Ils'agit d'un ensemble d�enombrable d'�equations en un nombre d�enombrabled'ind�etermin�ees.Les �enon
�es du th�eor�eme 3.7 et du 
orollaire 3.8 s'�etendent �a 
e 
adre.En guise d'illustration, 
onsid�erons le groupe libre G = Z ? Z. Soita et b les g�en�erateurs respe
tifs des deux groupes 
y
liques in�nis. On a� = fai; i 2 Z n f0gg [ fbj ; j 2 Z n f0gg.Soit � une probabilit�e dont le support est in
lus dans � et engendre G.D'apr�es 
e qui pr�e
�ede, la mesure harmonique v�eri�e, e.g.,�1(ak1bk2 � � � ak`�N) = q(ak1)q(bk2) � � � q(bk`�1)r(ak`) :Lorsque � est 
on
entr�e sur fa; a�1g[fbj ; j 2 Znf0gg, le r�esultat se pr�e
ise.On a en e�et les simpli
ations suivantes,8k > 0; q(ak) = q(a)k; r(ak) = q(a)k�1r(a)8k < 0; q(ak) = q(a�1)�k; r(ak) = q(a�1)�k�1r(a�1) :En�n si � est 
on
entr�e sur fa; a�1; b; b�1g, alors les simpli�
ations analoguespour b se produisent. On retrouve l'�enon
�e du th�eor�eme 3.7.
22



Jean Mairesse Alea 2007Extension aux mono��des libres 
eurisSoit M = F(U) ?V � ?M1 ? � � � ?Mk un mono��de libre 
euri, 
f. 3.1. On pose� = U t U�1 t V t (M1 n f1M1g) t � � � t (Mk n f1Mkg).Lorsque M est in�ni, les seuls 
as o�u la mar
he al�eatoire (M;�) peut nepas être transiente sont 
eux dis
ut�es plus haut, 
'est-�a-dire lorsque M estisomorphe �a Z ou Z=2Z ? Z=2Z.Le th�eor�eme 3.7 et le 
orollaire 3.8 s'�etendent aux mar
hes al�eatoirestransientes (M;�) o�u le support de � est in
lus dans � et engendre M .Quelques l�eg�eres adaptations sont n�e
essaires. Tout d'abord, pour v 2V , on pose Next(v) = �. Ensuite, on d�e�nit les �Equations de Tra�
 parx(a) = �(a)x(Next(a)) + Xu�v=a �(u)x(v) + Xt�u=1Ma2Next(u) �(t) x(u)x(Next(u))x(a) :En�n, la vitesse de fuite est donn�ee par
 =Xa2��(a)�� Xa�b=1M r(b) + r(Next(a))� :On s'attend �a 
e que les r�esultats restent valides pour les produits libresde mono��des d�enombrables. Cependant des diÆ
ult�es te
hniques apparais-sent pour le d�emontrer.3.3 Mar
he al�eatoire simple sur Zk ? ZkL'exemple 
i-dessous, extrait de [24℄, illustre les possibilit�es de 
al
ul ex-pli
ite o�ertes par le 
orollaire 3.8.Notons Zk = Z=kZ le groupe 
y
lique d'ordre k. On 
onsid�ere le produitlibre Zk ? Zk = h a; b j ak = 1; bk = 1 i ;et la mar
he al�eatoire simple (Zk?Zk; �) o�u � est d�e�ni par �(a) = �(a�1) =�(b) = �(b�1) = 1=4. On pose � = fai; bi; i = 1; : : : ; k � 1g et on d�e�nit lamesure harmonique �1 sur �N.En �g. 6, on a repr�esent�e 
ette mar
he al�eatoire pour le 
as Z=4Z?Z=4Z.Soit les appli
ations Fn : [0; 1℄ ! R; n 2 N; d�e�nies parF0(x) = 1; F1(x) = x; 8n > 2; Fn(x) = 2(2 � x)Fn�1(x)� Fn�2(x) :On a, par exemple, F4 = �8x4 + 48x3 � 96x2 + 72x� 15.Lemme 3.9. Pour k > 3, l'�equation Fk(x) = 1 poss�ede une unique solutionxk dans ℄0; 1[.On peut maintenant �enon
er le r�esultat prin
ipal.23
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Figure 6: La mar
he al�eatoire simple sur Z=4Z ? Z=4Z.Th�eor�eme 3.10. La mesure harmonique �1 de la mar
he al�eatoire (Zk ?Zk; �) est la mesure Markovienne multipli
ative de base r d�e�nie par8i 2 f1; : : : ; k � 1g; r(ai) = r(bi) = Fj(xk); j = min(i; k � i) ;o�u xk est l'unique solution dans ℄0; 1[ de l'�equation Fk(x) = 1. La vitesse defuite est 
k = (1� xk)=2. C'est une fon
tion stri
tement 
roissante de k etlimk 
k = 1=3.Par exemple, la base r pour Z=4Z ? Z=4Z est donn�ee par�r(a); r(a2); r(a3)� = �r(b); r(b2); r(b3)� = h3�p54 ; p52 � 1; 3�p54 i :Voi
i maintenant les premi�eres valeurs de 
k, donn�ees soit sous forme
lose, soit num�eriquement lorsque la forme 
lose n'a pas pu être obtenue.Z3 ? Z3 Z4 ? Z4 Z5 ? Z5 Z6 ? Z6 Z7 ? Z7
 1=4 (p5� 1)=4 (p13� 1)=8 0.330851... 0.332515...
3.4 Mar
he al�eatoire simple sur F = h a; b; 
 j ab = ba iCommen�
ons par d�e�nir les mono��des et groupes de tra
e.

24



Jean Mairesse Alea 2007D�e�nition 3.11. Soit � un ensemble �ni non-vide. Soit I � � � � unerelation anti-r�e
exive et sym�etrique, appel�ee relation d'ind�ependan
e ou de
ommutation. Le mono��de de tra
e M(�; I) est d�e�ni par la pr�esentation demono��de M(�; I) = h � j ab = ba; 8(a; b) 2 I i+ : (33)Les �el�ements de M(�; I) sont appel�es des tra
es. On appelle D = �� � n Ila relation de d�ependan
e.Aux deux extrêmes, on retrouve le mono��de libre �� lorsque I = ; et lemono��de 
ommutatif libre (N�;+) lorsque I = �� � n f(a; a); a 2 �g.�A la suite de Viennot [33℄, on peut in
arner les tra
es par des empile-ments de pi�e
es. Illustrons 
e
i sur un exemple. Soit le mono��de de tra
eM = h a; b; 
 j ab = ba i+. Soit le mod�ele de Tetris 
onstitu�e des 
olonnesf1; 2g, et des pi�e
es a; b et 
, re
tangulaires de hauteur un, et o

upant lesempla
ements R(a) = f1g; R(b) = f2g et R(
) = f1; 2g.
a a

a

a

a

a

ab

b b b

b

b

b

b

c c c

c

a

Figure 7: De gau
he �a droite, les mots aab
b; aba
b; baa
b et la tra
e asso
i�ee.�A un mot sur l'alphabet fa; b; 
g, on asso
ie la suite de pi�e
es 
orrespon-dante qui, soumises �a la gravit�e, s'empilent suivant le prin
ipe du jeu deTetris. Deux mots sont �equivalents, 
'est-�a-dire 
orrespondent �a la mêmetra
e, si et seulement si les empilements de Tetris asso
i�es sont identiques.On illustre 
e
i en �gure 7.D�e�nition 3.12. Soit � un ensemble �ni non-vide et soit ��1 une 
opiedisjointe de �. Soit I � ��� une relation anti-r�e
exive et sym�etrique, diterelation d'ind�ependan
e ou de 
ommutation. Le groupe de tra
e F(�; I) estd�e�ni par la pr�esentation de groupeF(�; I) = h � j ab = ba; 8(a; b) 2 I i : (34)Les �el�ements de F(�; I) sont appel�es des tra
es.25



Jean Mairesse Alea 2007Tout groupe de tra
e peut s'in
arner en un mod�ele de Tetris ave
 pi�e
es
olor�ees. Illustrons 
e
i sur un exemple.Soit le groupe de tra
e F = h a; b; 
 j ab = ba i. Partons du mod�ele deTetris asso
i�e �a M = h a; b; 
 j ab = ba i+. A 
haque pi�e
e u, on asso
ie unepi�e
e u�1, identique mais de \
ouleur" di��erente. Dans l'empilement, deuxpi�e
es 
ons�e
utives identiques et de 
ouleurs di��erentes s'annulent mutuelle-ment. On illustre 
e
i en �g. 8.
b−1

b−1 b−1 b−1

b−1

b−1

b

a

a

a

c

c

b

a

c−1

c−1

Figure 8: Les mots b�1abb�1, a
�1
b�1, b�1
bb�1
�1a et la tra
e asso
i�ee.Les mono��des et groupes de tra
e sont tr�es �etudi�es en Informatiqueth�eorique et en math�ematiques, 
f. par exemple [8℄. Ce sont en e�et desstru
tures naturelles pour mod�eliser le parall�elisme.Abordons le probl�eme de l'analyse de la mar
he al�eatoire. Consid�eronsla mar
he (F; �) o�u F = ha; b; 
 j ab = bai et o�u � est la mesure de probabilit�euniforme sur fa; a�1; b; b�1; 
; 
�1g.Posons � = fa; a�1; b; b�1; 
; 
�1g et S = � [ fab; ab�1; a�1b; a�1b�1g.Si u est une tra
e alors jujS , sa longueur par rapport �a S, est la hauteur del'empilement de Tetris asso
i�e �a u.Soit (Xn)n une r�ealisation de la mar
he (F; �). On veut d�eterminer lesvitesses de fuite
� = limn!1 jXnj�n p.s.; 
S = limn!1 jXnjSn p.s. : (35)La vitesse de fuite 
�, resp. 
S , est la vitesse de 
roissan
e de la longueur,resp. de la hauteur, de l'empilement al�eatoire.On dispose des outils pour mener �a bien 
ette �etude. En e�et, on aF � h a; b j ab = ba i ? h 
 j � i = Z2 ? Z :26



Jean Mairesse Alea 2007On est don
 dans le 
adre d'appli
ation des r�esultats pr�e
�edents, versionproduit libre de groupes d�enombrables. Posons� = �aibj ; (i; j) 2 Z2 n f(0; 0)g	 [ f
; 
�1g :On prend � 
omme ensemble de g�en�erateurs. On aNext(
) = � n f
�1g; Next(
�1) = � n f
g; 8i; j; Next(aibj) = f
; 
�1g :On �e
rit les �Equations de Tra�
 
orrespondant �a 
es g�en�erateurs. On adon
 un ensemble in�ni d'�equations en un ensemble in�ni d'ind�etermin�eesindi
�ees par �.Ces �equations admettent une unique solution r = (r(u))u2�, et on ex-prime la mesure harmonique en fon
tion de r.

Figure 9: L'empilement in�ni de forme normale de Cartier-Foata(a�1b)(a�1)(
)(
)(b�1)(
) � � � .Par exemple la probabilit�e pour que le bas de l'empilement in�ni soit
elui repr�esent�e en �g. 9 est exa
tement (en utilisant l'�egalit�e r(
) = r(
�1),�evidente par sym�etrie),�1(a�2b
2b�1
�N) = r(a�2b)2r(
) r(
)2(1� r(
))2 r(b�1)2r(
) r(
) = r(a�2b)r(
)r(b�1)4(1 � r(
))2 :On a don
 une des
ription Markovienne de la loi de l'empilement in�ni, pourune d�e
omposition qui n'est pas niveau par niveau, mais en `paquets' s�epar�espar des 
 ou 
�1. En parti
ulier, il n'y a pas de d�ependan
e Markovienneentre les niveaux su

essifs de l'empilement in�ni.Une analyse 
ombinatoire pr�e
ise permet de d�eterminer expli
itement r.On obtient le r�esultat suivant.
27



Jean Mairesse Alea 2007Th�eor�eme 3.13. Les vitesses de 
roissan
e de la longueur et de la hauteursont donn�ees respe
tivement par
� = 13(1� Æ) + 23r 1� Æ3� 2Æ (36)
S = 13(1� Æ) + 23r 1� Æ5� 3Æ ; (37)ave
 Æ 
ara
t�eris�e parXn2N�2nn�2 � 2� Æ4(3� 2Æ)�2n = Æ(3� 2Æ)1� Æ : (38)Il s'agit du premier exemple d'un tel 
al
ul pour un groupe de tra
es quine soit pas un groupe libre ou un groupe 
ommutatif libre. Ce travail est en
ours de r�eda
tion.L'apparition des termes �2nn �2 dans (38) est un re
et de la 
ombinatoiredu probl�eme, il s'agit en e�et du nombre de 
hemins de longueur 2n allantde (0; 0) en (0; 0) dans Z2.Un d�e� int�eressant ?La m�ethodologie suivie pour F = h a; b; 
 j ab = ba i peut être utilis�eepour les mar
hes al�eatoires sur les groupes (ou mono��des) de tra
e pouvantse d�e
omposer sous la forme d'un produit libre non-trivial. �Evidemmentl'obtention de formules aussi expli
ites que 
elles du th. 3.13 est 
onditionn�eepar la 
apa
it�e �a r�esoudre expli
itement un ensemble in�ni d'�equationsalg�ebriques.Cara
t�erisons pr�e
is�ement les groupes de tra
e isomorphes �a un produitlibre non-trivial. Soit le groupe de tra
e F(�; I), voir d�ef. 3.12. Soit D =(�� �) n I. Appelons (�; I) le graphe de 
ommutation et (�;D) le graphede d�ependan
e de F(�; I). On voit (�; I) et (�;D) 
omme des graphesnon-orient�es.Supposons que (�;D) n'est pas 
onnexe, et soit (�1;D1) et (�2;D2)deux sous-graphes d'union disjointe (�;D). Soit I1 = (�1 � �1) n D1 etI2 = (�2 � �2) nD2. On a alorsF(�; I) � F(�1; I1)� F(�2; I2) :Si on s'int�eresse aux mar
hes al�eatoires (F(�; I); �) o�u le support de �est in
lus dans ��, alors il est 
lair qu'il suÆt d'analyser s�epar�ement(F(�1; I1); �1) et (F(�2; I2); �2), o�u �1 et �2 sont les restri
tions renor-malis�ees de � �a ��1 et ��2 . La mesure harmonique de (F(�; I); �) est le28



Jean Mairesse Alea 2007produit de 
elles de (F(�1; I1); �1) et (F(�2; I2); �2). Notons 
�, 
�1 et 
�2les vitesses de 
roissan
e respe
tives de la longueur; et notons 
S , 
S1 et 
S2les vitesses de 
roissan
e respe
tives de la hauteur. On a, en parti
ulier,
� = �(��1 ) 
�1 + �(��2 ) 
�2 ; 
S = �(��1 ) 
S1 _ �(��2 ) 
S2 :On va don
 se restreindre, sans perte de g�en�eralit�es, au 
as o�u (�;D) est
onnexe. On a le r�esultat suivant.Proposition 3.14. Soit F(�; I) un groupe de tra
e de graphe de d�ependan
e
onnexe. Le groupe F(�; I) est isomorphe �a un produit libre non-trivial si etseulement si (�; I) n'est pas 
onnexe. Dans 
e 
as, si (�i; Ii); i = 1; : : : ; k;est la d�e
omposition de (�; I) en 
omposantes 
onnexes, on obtient F(�; I) �F(�1; I1) ? � � � ? F(�k; Ik).L'impli
ation \[(�; I) non-
onnexe℄ =) [F(�; I) produit libre℄" est�evidente. La r�e
iproque peut se montrer en utilisant la notion de \bouts"d'un graphe.On peut don
 proposer un nouveau d�e�. Le plus petit groupe de tra
equi n'est pas isomorphe �a un produit libre non-trivial est :F = h a; b; 
; d j a
 = 
a; ad = da; bd = db i :Le mod�ele de Tetris 
orrespondant est repr�esent�e en �g. 10.
a=a�1b=b�1
=
�1

d=d�1
Figure 10: Ce
i n'est pas un produit libre !Soit � la mesure de probabilit�e 
hargeant 
ha
un des �el�ements defa; b; 
; dg� ave
 masse 1/8.Question : Est-il possible de donner une information quantitative sur lavitesse de fuite de la mar
he al�eatoire (F; �) ?Pour donner la mesure du 
hallenge, notons que même pour le mono��deasso
i�e on ne sait pas 
al
uler la vitesse de fuite. C'est même l'uniquemono��de sur 4 lettres ou moins pour lequel le probl�eme est ouvert.29



Jean Mairesse Alea 20073.5 ExtensionsLe mod�ele de mar
he al�eatoire au plus pro
he voisin sur Z2 ? Z3, ainsi quele mod�ele de x3.3 appartiennent �a un même et premier niveau en termede 
ompl�exit�e. Le mod�ele de x3.4 appartient �a un se
ond niveau. En fait,on va savoir analyser la mar
he al�eatoire pour trois niveaux de 
omplexit�es
roissantes. On se limite aux groupes dans la dis
ussion qui suit. Par ailleursl'ensemble de g�en�erateurs 
onsid�er�e doit être interpr�et�e 
omme le supportdes sauts �el�ementaires pour la mar
he. Plus 
et ensemble est large, plus lemod�ele est g�en�eral (et, en 
ontrepartie, plus il est diÆ
ile �a analyser).Niveau 1.� Groupe libre 
euri et g�en�erateurs naturels :G = F(S)?G1 ? � � �?Gk; � = S[S�1[G1 nf1G1g[ � � �[Gk nf1Gkg ;ave
 S ensemble �ni et G1; : : : ; Gk groupes �nis.� Couple z�ero-automatique (voir d�ef. 3.15).Niveau 2.� Produit libre de groupes d�enombrables et g�en�erateurs naturels :G = F(S)?G1 ? � � �?Gk; � = S[S�1[G1 nf1G1g[ � � �[Gk nf1Gkg ;ave
 S ensemble �ni et G1; : : : ; Gk groupes d�enombrables.Niveau 3.� Groupe libre 
euri et ensemble de g�en�erateurs �ni quel
onque.� Produit libre amalgam�e de groupes �nis et ensemble de g�en�erateurs�ni quel
onque.� Extension HNN 
onstruite sur des groupes �nis et ensemble deg�en�erateurs �ni quel
onque.Pour illustrer, on a repr�esent�e en �g. 11 le graphe de Cayley d'un 
ouplegroupe - g�en�erateurs (G;�) pour 
haque niveau :1. Z2 ? Z3 = h a; b j a2 = b3 = 1 i; � = fa; b; b�1g;2. Z2 ?Z = h a; b; 
 j ab = ba i; � = f
; 
�1g [ faibj ; (i; j) 2 Z2 n f(0; 0)gg;3. F(a; b) = h a; b j � i; S = fa; a�1; b; b�1g; � = S [ fuv j u; v 2 S; v 6=u�1g. 30
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Figure 11: De la gau
he vers la droite, les trois niveaux par ordre de 
om-plexit�e 
roissante.Du niveau 1 au niveau 2, l'a

roissement de la 
omplexit�e est de nature\
ombinatoire". En e�et, la forme de la mesure harmonique reste exa
te-ment la même mais s'�e
rit sur un ensemble �ni de g�en�erateurs dans le pre-mier 
as, et sur un ensemble in�ni dans le se
ond. Obtenir des formulesexpli
ites pour la vitesse de fuite suppose la r�esolution d'un ensemble �nid'�equations pour le niveau 1 et in�ni pour le niveau 2. Pour le niveau 3,l'a

roissement de la 
omplexit�e est de nature \probabiliste".Z�ero-automati
it�e.On va 
ara
t�eriser de fa�
on pr�e
ise l'appartenan
e au niveau 1 pour un
ouple groupe - g�en�erateurs. Consid�erons �a titre d'exemple le groupe libre �adeux g�en�erateurs F = F(a; b). On a repr�esent�e en �g. 12 le graphe de Cayleyde F pour trois ensembles de g�en�erateurs de taille 
roissante, �a savoir� = fa; a�1; b; b�1g; �0 = � [ fab; b�1a�1g;�00 = � [ fuv j u; v 2 �; v 6= u�1g :

Figure 12: De la gau
he vers la droite, les graphes de Cayley X(F;�),X(F;�0) et X(F;�00).Il existe une di��eren
e 
ombinatoire notable entre les deux graphes de31
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he et le graphe de droite sur la �gure 12. Dans X(F;�), il y a 4 
ir-
uits (orient�es) simples passant par un n�ud donn�e (les 4 
ir
uits sont delongueur 2 : une arête non-orient�ee sur la �g. 12 s'interpr�ete 
omme deuxar
 orient�es...). Dans X(F;�0), il y a 10 
ir
uits simples passant par unn�ud donn�e. En�n, dans X(F;�00), on se 
onvain
 ais�ement qu'il y a unein�nit�e de 
ir
uits orient�es simples passant par un n�ud donn�e. Proposonsla d�e�nition suivante.D�e�nition 3.15. Un 
ouple (G;�) form�e par un groupe et un ensemble �nide g�en�erateurs est z�ero-automatique si le nombre de 
ir
uits simples passantpar un n�ud donn�e est �ni.La notion de 0-automati
it�e est dire
tement reli�ee aux groupes libres
euris, 
omme le montre le th�eor�eme suivant dû �a Stallings [30℄ et Haring-Smith [14℄.Th�eor�eme 3.16. Si (G;�) est un 
ouple 0-automatique alors G est iso-morphe �a un produit libre 
euri.En revan
he, l'ensemble de g�en�erateurs � peut être stri
tement plus largequ'un ensemble de g�en�erateurs naturels de G, 
omme l'illustre la �g. 12. Onpeut être plus pr�e
is en utilisant les r�esultats de [30℄. Soit G un groupe libre
euri et � un ensemble de g�en�erateurs naturels. Si (G;S) est un 
ouple0-automatique alors on a for
�ement : 8u 2 S; juj� = 1; 2 ou 3.Dans M. [20℄, on propose au moyen d'un algorithme une 
lassi�
ation
ompl�ete de tous les 
ouples 0-automatiques asso
i�es �a un groupe libre 
euridonn�e.Dis
ussion bibliographique.Il y a deux aspe
ts distin
ts dans les r�esultats qui pr�e
�edent. Le pre-mier aspe
t 
on
erne la stru
ture Markovienne multipli
ative de la mesureharmonique.Les propri�et�es de la mesure harmonique asso
i�ee �a une mar
he al�eatoireau plus pro
he voisin sur le groupe libre, ou les produits libres de groupes,ont �et�e extensivement �etudi�ees, voir [9, 28, 17, 18, 34℄, ou la monographiede Woess [35℄ et les r�ef�eren
es qui s'y trouvent. Dans 
e 
ontexte, le noyaude Green a une stru
ture multipli
ative, et en 
ons�equen
e, la mesure har-monique est Markovienne, voir en parti
ulier [28, Se
tion 5℄ et [34, Se
tion 6℄.Le th�eor�eme 3.7 est d�emontr�e dans M. [19℄ pour les 
ouples 0-automatiqueset revisit�e dans M. & Math�eus [24℄ pour les produits libres de groupes �-nis. Il fournit une perspe
tive di��erente sur les r�esultats 
lassiques que l'onvient de rappeler. Le point 
entral est le 
ara
t�ere 
ombinatoire sp�e
ial de lamesure harmonique Markovienne, en
apsul�e sous le terme \Markovien mul-tipli
atif". Cette propri�et�e Markovienne multipli
ative est tr�es sp�e
i�que32



Jean Mairesse Alea 2007et (je pense) importante. Par exemple, dans un 
ontexte voisin qui est
elui des mar
hes al�eatoires sur les \arbres ave
 un nombre �ni de types de
ônes", la mesure harmonique est Markovienne mais pas Markovienne mul-tipli
ative, voir [26℄. C'est 
ette sp�e
i�
it�e qui permet d'obtenir les r�esultatsde M. [21℄ sur toutes les mar
hes al�eatoires �a support �ni sur 
es mêmesgroupes (le niveau 3 mentionn�e 
i-dessus). Ces derniers r�esultats (le 
ar-a
t�ere Markovien multipli
atif de la mesure harmonique par rapport �a unensemble de param�etres 
a
h�es) sont originaux et vraisemblablement assezinattendus.Le se
ond aspe
t 
onsiste en la possibilit�e de mener des 
al
uls e�e
tifs etd'obtenir la mesure harmonique, la vitesse de fuite ou l'entropie sous forme
lose. Un int�erêt est de fournir une large sour
e potentielle d'exemples et de
ontre-exemples. I
i, la 
omparaison pertinente �a faire est 
elle entre notrem�ethode et 
elle de Sawyer & Steger [28℄. On se reportera pour la dis
ussiona��erente �a la �n de x3.1. Notons que tous les 
al
uls propos�es dans 
e
hapitre sont originaux. Les plus simples de 
es 
al
uls peuvent �egalementêtre obtenus par la m�ethode de Sawyer & Steger, mais 
ertainement pasles plus sophistiqu�es. Ces derniers utilisent de fa�
on 
ru
iale l'informationsuppl�ementaire sur la stru
ture de la mesure harmonique.

33



Jean Mairesse Alea 20074 Files d'attente et r�eseauxOn synth�etise de nouveaux mod�eles de �le d'attente Markovienne. Le
ontenu de la salle d'attente �evolue suivant une mar
he al�eatoire sur un(semi)groupe dis
ret du type �etudi�e en x3. Ces �les g�en�eralisent largementles mod�eles 
lassiques, o�rent une bonne 
exibilit�e en terme de mod�elisation,et sont analysables de fa�
on e�e
tive.On propose deux des
riptions 
ompl�ementaires du mod�ele, la premi�ereave
 le prisme \�les d'attente" et la se
onde ave
 le prisme \mar
hesal�eatoires".4.1 Du 
ôt�e des �les d'attente
a

2

2

a

a

a

a

2

b

b

b

b

D�epart
���(a)

��(b2)
Arriv�ee

��(b)
Figure 13: �Evolutions possibles du 
ontenu du bu�er.Reprenons le mod�ele de bu�er introduit en x3.1. Des 
lients de typea, b ou b2 arrivent dans le syst�eme, prennent pla
e en queue de bu�er etinteragissent suivant les r�egles de simpli�
ation induites par la loi du groupeZ=2Z?Z=3Z = ha; b j a2 = 1; b3 = 1i. En parti
ulier, le 
ontenu du bu�er estune suite altern�ee de a et de b ou de b2, voir (2). Maintenant, enri
hissonsle mod�ele en rajoutant un serveur en tête de bu�er qui sert les 
lients unpar un et dans l'ordre de leur arriv�ee (dis
ipline de servi
e FIFO, i.e. FirstIn First Out). Fixons des hypoth�eses sto
hastiques : les 
lients arriventsuivant un pro
essus de Poisson de taux �, poss�edent un type al�eatoire34



Jean Mairesse Alea 2007distribu�e suivant une loi � sur fa; b; b2g, les types �etant ind�ependants lesuns des autres, et les 
lients sont servis en tête de bu�er �a un taux 
onstant�. Le mod�ele que l'on vient de d�e
rire est la �le 0-automatique asso
i�ee au
ouple (Z=2Z ? Z=3Z; fa; b; b2g) et de param�etres (�; �; �).En �gure 13, on a repr�esent�e les �evolutions possibles du 
ontenu dubu�er sous l'e�et soit d'une arriv�ee, soit d'un d�epart, en indiquant les tauxd'o

uren
e de 
ha
un des �ev�enements.Plus g�en�eralement, on peut asso
ier des �les 0-automatiques �a tout 
ou-ple form�e par un groupe ou mono��de libre 
euri et des g�en�erateurs na-turels, voir x3.2. Ce
i engendre une ri
hesse en terme de mod�elisation,ave
 divers types de 
omportements pour les 
lients, 
orrespondant auxdivers (semi)groupes. D�e
rivons 4 types qui 
onstituent un �e
hantillonrepr�esentatif sans pour autant �epuiser les possibilit�es du mod�ele.Le type 
lassique. Les 
lients sont servis un par un, sans simpli�
ationdans le bu�er : aa! aa. Le 
ouple 
orrespondant est (N; f1g) � (fag�; fag).Le type positif-n�egatif. Les 
lients sont soit `positifs' (a), soit `n�egatifs'(a�1) et deux 
lients 
ons�e
utifs de signes oppos�es s'annulent : aa�1 !1; a�1a ! 1. On obtient i
i un analogue de la G-�le de Gelenbe [12℄. Le
ouple 
orrespondant est (Z; f1;�1g) � (F(a); fa; a�1g).Le type menu d�eroulant. Servir un ou plusieurs 
lients de 
e type prendexa
tement la même dur�ee : aa ! a. On peut penser par exemple �a unsyst�eme de r�eservations de billets, o�u la quantit�e de billets 
ommand�es n'estre
�et�ee que par l'interm�ediaire d'une valeur enti�ere dans un menu d�eroulant.Le 
ouple 
orrespondant est (B; fag) o�u B est le mono��de bool�een B = h a ja2 = a i.Le type agen
e matrimoniale. Deux 
lients 
ons�e
utifs s'annulent l'unl'autre : aa ! 1. On peut imaginer qu'un 
lient est un joueur de tennis
her
hant un partenaire (fourni par le serveur); lorsque deux tels 
lients seretrouvent 
ôte �a 
ôte dans le bu�er, ils partent imm�ediatement jouer unmat
h plutôt que d'attendre dans la �le. En lieu et pla
e des tennismen,on peut 
onsid�erer des jazzmen amateurs de trio ou des joueurs de bridge,les r�egles de simpli�
ation �etant alors aaa ! 1 ou aaaa ! 1. Le 
ouple
orrespondant �a 
e type est (Z=2Z = h a j a2 = 1 i; fag) pour les tennismen(respe
tivement, (Z=3Z = ha j a3 = 1i; fag) ou (Z=4Z = ha j a4 = 1i; fag)).Dans la �le, plusieurs types peuvent 
oexister, tout 
omme plusieurs
opies du même type. On obtient alors le (semi)groupe asso
i�e en e�e
tuantle produit libre des (semi)groupes des di��erents types. Par exemple, la �leasso
i�ee au groupe F(a) ? h b j b2 = 1 i 
ontient �a la fois des 
lients de typepositif/n�egatif (a=a�1) et des tennismen (b), et il n'y a pas d'intera
tionsentre les 
lients a=a�1 d'une part et b de l'autre.35



Jean Mairesse Alea 2007L'exemple le plus simple de (semi)groupe libre 
euri est le mono��de libre�a un g�en�erateur. Celui-
i est isomorphe �a (N;+) et l'ensemble de g�en�erateursnaturels est le singleton f1g. Soit la �le 0-automatique asso
i�ee �a (N; f1g)et de param�etres (�; �; �), ave
 i
i, n�e
essairement, � : �f1g = 1. Lamar
he (tr�es peu) al�eatoire asso
i�ee est : n! n+ 1 ave
 probabilit�e 1. Le
ontenu du bu�er est un pro
essus de Markov �a temps 
ontinu sur N de typenaissan
e et mort ave
 taux respe
tifs � et �. On retrouve i
i la �le simpleou �le M=M=1, 
'est-�a-dire le mod�ele le plus 
lassique de la th�eorie des �lesd'attente auquel au moins un livre est 
onsa
r�e en propre [4℄.0 1�� � �� �Figure 14: Taux de transition du 
ontenu du bu�er pour la �le M=M=1.Le graphe du g�en�erateur in�nit�esimal du 
ontenu du bu�er est repr�esent�een �gure 14. Les �equations d'�equilibre (ou �equations de balan
e) 
orrespon-dantes sont�(0)� = �(1)�; 8n > 0; �(n)(�+ �) = �(n� 1)�+ �(n+ 1)� : (39)On peut r�esoudre 
es �equations. Sous la 
ondition de stabilit�e �=� < 1, ladistribution stationnaire � du 
ontenu du bu�er est donn�ee par :8n 2 N; �(n) = (1� �=�)(�=�)n : (40)Soit maintenant une �le 0-automatique g�en�erale, asso
i�ee au 
ouple(X;�) et de param�etres (�; �; �). Soit L(X;�) l'ensemble des 
ontenus debu�er admissibles. Soit b
 la vitesse de fuite de la mar
he al�eatoire (X; �).La 
ondition de stabilit�e de la �le est �b
=� < 1. Sous 
ette 
ondition, ladistribution stationnaire � du 
ontenu du bu�er est donn�ee par :8a1 � � � an 2 L(X;�); �(a1 � � � an) = (1� �)�n r(a1)q(a2) � � � q(an) ; (41)pour � 2℄0; 1[, r 2 R�+;Pa2� r(a) = 1, et q(a) = r(a)=r(Next(a)) pourtout a 2 �. Rappelons que Next(a) est l'ensemble des types de 
lientsn'interagissant pas ave
 le type a, 
f. Se
tion 3.2.On peut isoler deux termes dans (41), le premier, (1��)�n, est l'analogueexa
t de (40) et 
ode la longueur du bu�er, et le se
ond 
ode le 
ontenu pr�e
isdu bu�er.4.2 Du 
ôt�e des mar
hes al�eatoiresConsid�erons le 
ouple (X;�) 
onstitu�e par un (semi)groupe libre 
euri etun ensemble de g�en�erateurs naturels. Soit � une probabilit�e sur � dont lesupport engendre X. 36



Jean Mairesse Alea 2007Identi�ons les �el�ements de X aux mots r�eduits du langage L(X;�), voir(19). Soit u et v deux mots de L(X;�) ave
 u pr�e�xe de v. Dans le graphe deCayley X(X;�), il existe un unique plus 
ourt 
hemin ou g�eod�esique allantde u �a v. Appelons u la tête de la g�eod�esique et v sa queue.On peut voir la mar
he al�eatoire 
lassique (X; �), voir D�e�nition 2.4,
omme une 
hâ�ne de Markov �evoluant sur l'espa
e d'�etat des g�eod�esiquesde tête 1�� . �A 
haque �etape, la 
hâ�ne �evolue par modi�
ation, ajout ousuppression de la derni�ere lettre de la queue de la g�eod�esique.Consid�erons maintenant un mod�ele di��erent de 
hâ�ne de Markov.L'espa
e d'�etat est l'ensemble des g�eod�esiques de tête u et de queue v, ave
u pr�e�xe de v. �A 
haque �etape la 
hâ�ne �evolue :- soit au niveau de la queue de la g�eod�esique, suivant le m�e
anisme dela mar
he al�eatoire;- soit au niveau de la tête de la g�eod�esique, l'e�et �etant alors de rap-pro
her la tête de la queue d'un pas.Illustrons le m�e
anisme sur l'exemple du groupe modulaire Z=2Z ?Z=3Zen �gure 15.

Figure 15: Transitions possibles pour la mar
he al�eatoire (�a gau
he) et la�le d'attente (�a droite).Lorsque la proportion des modi�
ations a�e
tant la tête de la g�eod�esiqueaugmente, on passe d'un mod�ele transient �a un mod�ele r�e
urrent positif. �Al'un des extrêmes se situe la mar
he al�eatoire (X; �) pour laquelle la mesureharmonique a une stru
ture multipli
ative (voir Se
tion 3) donn�ee par8a1 � � � an 2 L(X;�); �1(a1 � � � an�N) = bq(a1) � � � bq(an�1)br(an) ;pour un br 2 R�+;Pa2� br(a) = 1 et bq(a) = br(a)=br(Next(a)) pour tout a 2 �.Les mod�eles r�e
urrents positifs, quant �a eux, ont une distribution sta-tionnaire � qui h�erite de 
ette stru
ture multipli
ative parti
uli�ere :8a1 � � � an 2 L(X;�); �(a1 � � � an) = (1� �)�n r(a1)q(a2) � � � q(an) ;37



Jean Mairesse Alea 2007pour � 2℄0; 1[, r 2 R�+;Pa2� r(a) = 1 et q(a) = r(a)=r(Next(a)) pour touta 2 �.Synth�eseSi on r�e
apitule, on voit que la distribution stationnaire � est 
onstitu�eede deux termes, (1 � �)�n d'une part et r(a1)q(a2) � � � q(an) de l'autre. Lepremier s'interpr�ete grâ
e au prisme \�les d'attente" et le se
ond grâ
e auprisme \mar
hes al�eatoires".4.3 Files 0-automatiquesOn va maintenant d�e�nir ave
 pr�e
ision le mod�ele et les r�esultats prin
ipaux.D�e�nition 4.1. Un triplet (X;�; �) est 
euri si : (i) X est un mono��delibre 
euri in�ni non isomorphe �a Z ou Z=2Z?Z=2Z; (ii) � est un ensemblede g�en�erateurs naturels; (iii) � est une mesure de probabilit�e dont le supportest in
lu dans � et engendre X.Si (X;�; �) est un triplet 
euri, alors la mar
he al�eatoire (X; �) est tran-siente, voir la dis
ussion en x3.2.La d�e�nition formelle d'une �le 0-automatique se fait par l'interm�ediairedu g�en�erateur in�nit�esimal du 
ontenu du bu�er.D�e�nition 4.2 (File z�ero-automatique). Soit (X;�; �) un triplet 
euri.Soit L(X;�) l'ensemble des mots r�eduits d�e�ni en (19). Soit r 2 fx 2 R�+ jPi x(i) = 1g et �; � 2 R�+. La �le 0-automatique de type (X;�; �; r; �; �) estd�e�nie 
omme suit. Le 
ontenu du bu�er est un pro
essus Markovien de saut�a temps 
ontinu (M(t))t2R+ sur l'espa
e d'�etats L(X;�). Son g�en�erateurin�nit�esimal Q est d�e�ni par : 8u = u1 � � � un 2 L(X;�) n [a2�fag�,8>><>>: Q(u; ub) = ��(b) ; 8b 2 Next(un)Q(u; u1 � � � un�1
) = �Pbjun�b=
 �(b) ; 8
 2 � n fungQ(u; u1 � � � un�1) = �Pbjun�b=1X �(b)Q(u; u2 � � � un) = � (42)et, pour tout a 2 � tel que a 2 Next(a), et pour tout n > 1,8<: Q(an; anb) = ��(b) ; 8b 2 Next(a)Q(an; an�1
) = �Pbja�b=
 �(b) ; 8
 2 � n fagQ(an; an�1) = �+ �Pbja�b=1X �(b) (43)et, en�n, la 
ondition �a la fronti�ere est,Q(1�� ; a) = ��(a)r(Next(a)) ; 8a 2 � : (44)38



Jean Mairesse Alea 2007Dans (42), les trois premi�eres lignes 
orrespondent �a une arriv�ee en queuede bu�er, ave
 les e�ets respe
tifs d'ajouter un 
lient au bu�er, de modi�erle type du dernier 
lient, et d'annuler le dernier 
lient. La quatri�eme ligne
orrespond �a un d�epart en tête de bu�er. Le m�e
anisme est exa
tementle même pour (43), mais il est n�e
essaire de distinguer 
e 
as 
ar les deuxderni�eres lignes de (42) sont maintenant 
onfondues en raison de la formesym�etrique du bu�er.En�n l'intuition qui se 
a
he derri�ere la forme de la 
ondition �a lafronti�ere (44) est la suivante : le 
ontenu du bu�er est vu 
omme la partieimmerg�ee d'un i
eberg 
onstitu�e d'un mot in�ni al�eatoire de L1, voir (20).Lorsque le bu�er est vide, les nouveaux 
lients sont in
orpor�es dans la �le enfon
tion de la partie 
a
h�ee de l'i
eberg al�eatoire, dont la premi�ere marginaleest suppos�ee être r. Ce dernier point trouvera sa justi�
ation a-posterioridans le th�eor�eme 4.4.Dans la �le 0-automatique, si on bloque le serveur, le bu�er se remplitau taux �b
, o�u b
 est la vitesse de fuite de la mar
he (X; �). L'in�egalit�e�b
 < � est don
 la 
ondition de stabilit�e attendue, 
e qui sera 
on�rm�e parle th�eor�eme 4.4.On introduit les �Equations de Tra�
 Tordues, qui vont jouer pour la �le0-automatique un rôle analogue �a 
elui des �Equations de Tra�
 (D�ef. 3.5)pour la mar
he al�eatoire.D�e�nition 4.3 (�Equations de Tra�
 Tordues). Les �Equations de Tra�
Tordues ETT asso
i�ees �a (X;�; �; �; �) sont les �equations des variables(�; x); � 2 R�+; x = (x(a))a2� 2 R�+; d�e�nies par :�(�+ �)x(a) = �2�x(a) + ��(a)x(Next(a)) + �� Xb�d=a �(b)x(d) (45)+�2� Xd2Next(a)b�d=1X �(u) x(d)x(Next(d))x(a) :Pour avoir un avant-goût du rôle des ETT, examinons le 
as de la �lesimple, i.e. (X;�) = (fag�; fag). Si on simpli�e les ETT, on obtient :�(�+ �) = �2�+ � : (46)Comparons ave
 les �equations de balan
e de la �le M=M=1, 
f. (39) :�(n)(�+ �) = �(n� 1)�+ �(n+ 1)� : (47)Si on e�e
tue la substitution �(n) = �(0)�n dans (47), on re
onnâ�t (46).On peut maintenant �enon
er le r�esultat prin
ipal d�emontr�e dans Dao-Thi& M. [5℄. 39



Jean Mairesse Alea 2007Th�eor�eme 4.4. Soit un triplet 
euri (X;�; �) et �; � dans R�+. Soit (�; r)une solution des �Equations de Tra�
 Tordues dans R�+�fx 2 R�+ jPi x(i) =1g. Consid�erons la �le 0-automatique (X;�; �; r; �; �). Soit Mr = (Mr(t))tle pro
essus du 
ontenu du bu�er. On a :[� < 1℄ () [�b
 < �℄ () �Mr ergodique�[� = 1℄ () [�b
 = �℄ () �Mr r�e
urrent nul�[� > 1℄ () [�b
 > �℄ () �Mr transient� :Supposons que �b
 < �. Alors les �Equations de Tra�
 Tordues ont une uniquesolution (�; r) dans ℄0; 1[�fx 2 R�+ j x(i) > 0; Pi x(i) = 1g. La distributionstationnaire ��;r du pro
essus Mr est donn�ee par : 8a1 � � � an 2 L(X;�),��;r(a1 � � � an) = (1� �)�nr(a1)q(a2) � � � q(an) ; (48)o�u q(a) = r(a)=r(Next(a)) pour tout a 2 �.Il n'est pas �evident de trouver une expli
ation a-priori pour la forme desETT. En revan
he, on dispose d'une expli
ation a-posteriori. �E
rivons les�equations de balan
e pour la distribution stationnaire � (qui sont en nombrein�ni). Supposons que � a une forme multipli
ative donn�ee par (48). Onpeut alors simpli�er les �equations de balan
e, et on 
onstate que l'on tombesur un ensemble �ni d'�equations : les �Equations de Tra�
 Tordues.Th�eor�eme de Burke.Le 
�el�ebre th�eor�eme de Burke (voir, par exemple, Br�emaud [3, Chap.9.4℄) nous dit que le pro
essus des d�eparts d'une �le M=M=1 stable estun pro
essus de Poisson de même taux que le pro
essus des arriv�ees. Une
ons�equen
e du th�eor�eme 4.4 est l'existen
e d'un analogue au th�eor�eme deBurke pour les �les 0-automatiques.Dans une �le 0-automatique, le 
ontenu du bu�er peut diminuer du faitd'une arriv�ee-annulation en queue de bu�er ou d'un d�epart en tête de bu�er.I
i on ne 
onsid�ere que les d�eparts ayant lieu en tête de bu�er, 
'est-�a-dire
eux 
orrespondant �a la 
ompl�etion d'un servi
e. Le pro
essus des d�epartsest le pro
essus pon
tuel des instants de d�eparts de 
lients.Th�eor�eme 4.5. Le mod�ele est le même qu'en th�eor�eme 4.4. Supposons que�b
 < �. Soit (�; r) 2℄0; 1[�fx 2 R�+ j x(i) > 0; Pi x(i) = 1g l'uniquesolution des ETT. Consid�erons la �le 0-automatique (X;�; �; r; �; �). Enr�egime stationnaire, le pro
essus des d�eparts est un pro
essus de Poissonde taux ��. De plus, pour tout t, le 
ontenu du bu�er �a l'instant t estind�ependant du pro
essus des d�eparts jusqu'�a l'instant t.Prin
ipe de saturation. 40



Jean Mairesse Alea 2007Le prin
ipe de saturation de Ba

elli & Foss [2℄ est v�eri��e dans de nom-breux mod�eles 
lassiques de �les d'attente. En voi
i une des
ription in-formelle.Consid�erons une �le d'attente ave
 un bu�er de 
apa
it�e in�nie. Soit �0le taux de d�epart pour le syst�eme satur�e dans lequel une in�nit�e de 
lientssont pr�esents dans le bu�er. Si la �le v�eri�e le prin
ipe de saturation, et sile taux d'arriv�ees dans le syst�eme est � < �0, alors le syst�eme est stable etle taux de d�epart est �.Une pr�esentation duale du même prin
ipe est la suivante. Soit �0 le tauxde 
roissan
e du nombre de 
lients dans le bu�er pour le syst�eme bloqu�e danslequel on a supprim�e le serveur. Si le prin
ipe de saturation est v�eri��e, etsi le taux de servi
e dans le syst�eme est � > �0, alors la �le est stable et letaux de d�epart est �0.Les �les 0-automatiques ne v�eri�ent pas le prin
ipe de saturation. On aen e�et les in�egalit�es suivantes (qui peuvent se d�eduire du th�eor�eme 4.5) :�b
 6 �� < � ;o�u �� est le taux de d�epart �a l'�equilibre, � est le taux de d�epart du syst�emesatur�e, et �b
 est le taux de 
roissan
e du bu�er dans le syst�eme bloqu�e.4.4 L'exemple de la �le N ? BConsid�erons le triplet libre 
euri (fag� ? h b j b2 = b i+;� = fa; bg; �), o�u�(a) = p, �(b) = 1� p, p 2℄0; 1[. En �gure 16, on illustre le fon
tionnementde la �le 0-automatique asso
i�ee �a 
e triplet.

Figure 16: La �le asso
i�ee �a N ? B ave
 a en blan
 et b en gris.L'unique solution des �Equations de Tra�
 est : br(
) = p, br(b) = 1 � p:La vitesse de fuite de la mar
he al�eatoire est b
 = (2� p)p.Supposons la �le stable. D'apr�es le th. 4.4, les �Equations de Tra�
Tordues ont une unique solution dans ℄0; 1[�fx 2 R�+ j x(i) > 0; Pi x(i) =1g que l'on note (�; r). En r�esolvant les ETT, on trouve que � est une41



Jean Mairesse Alea 2007solution de f(Y ) = 0, ave
f(Y ) = �2Y 3 + (�2 + ��+ ��p)Y 2 + (�2p+ ��p)Y � �2p2 + �2p :La relation entre r et � est donn�ee par : � = [r(b)(1 � p) + p℄�=�.
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Figure 17: N ? B : La zone de stabilit�e (�a gau
he) et la 
harge � (�a droite).En �gure 17 (gau
he), on a repr�esent�e la r�egion de stabilit�e de la�le. L'ab
isse est p et l'ordonn�ee est �=�. En �gure 17 (droite), on arepr�esent�e la 
harge � en fon
tion de p et de t = �=�, pour p 2℄0; 1[ et�=� 2℄0;min(1=b
; 3)[. Ainsi, � est toujours inf�erieur �a 1, 
f. th�eor�eme 4.4.4.5 Les r�eseaux 0-automatiquesLes �les 0-automatiques ont la propri�et�e PIPO (Poisson Input Poisson Out-put), 
f. th�eor�eme 4.5. En g�en�eral, lorsqu'on inter
onne
te entre elles des�les PIPO, on obtient des r�eseaux ayant de bonnes propri�et�es re
�et�ees parl'existen
e d'une distribution stationnaire dite �a forme produit, 
f. Kelly [16℄ou Serfozo [29℄. Les �les 0-automatiques ne font pas ex
eption �a la r�egle.Consid�erons un r�eseau 
onstitu�e de N �les d'attente indi
�ees de 1 �a N .Les arriv�ees ext�erieures en �le i suivent un pro
essus de Poisson de taux�i 2 [0;1[. Le taux de servi
e en �le i est �i 2℄0;1[. �A la �n de son servi
e�a la �le i, un 
lient est rout�e vers une �le j, ou bien quitte d�e�nitivement ler�eseau. Ce routage peut s'e�e
tuer de di��erentes fa�
ons. Consid�erons deuxvariantes. 42



Jean Mairesse Alea 2007- R�eseau �a la Ja
kson. Un 
lient terminant son servi
e �a la �le i est rout�evers la �le j ave
 la probabilit�e pij et quitte d�e�nitivement le r�eseau ave
 laprobabilit�e 1�Pj pij. Les routages sont ind�ependants les uns des autres etind�ependants des servi
es. La politique de routage est don
 enti�erement 
ar-a
t�eris�ee par la donn�ee de la matri
e de routage P = (pij)ij. On suppose quele rayon spe
tral de P est stri
tement inf�erieur �a 1, o�u de fa�
on �equivalenteque tout 
lient entrant dans le r�eseau �nit par en sortir (le r�eseau est sans
apture).-R�eseau �a la Kelly. Une route est une suite �nie de �les (une même �lepeut apparâ�tre plusieurs fois le long de la route). Il existe un ensemble�ni C de routes possibles pour les 
lients. �A 
haque 
lient est asso
i�ee uneroute qui d�etermine la suite des �les visit�ees par le 
lient. Les 
lients deroute 
 2 C arrivent dans le r�eseau suivant un pro
essus de Poisson de taux�
 > 0. Les pro
essus d'arriv�ees 
orrespondant aux di��erentes routes sontind�ependants les uns des autres et ind�ependants des servi
es.R�eseaux 
lassiques.Lorsque les �les d'attente sont de type M=M=1, les mod�eles obtenus
onstituent les deux grands 
lassiques de la th�eorie des r�eseaux Markoviens(
f. par exemple [16, 27, 29℄). D�etaillons les r�esultats de base dans le 
asJa
kson.Les �Equations de Tra�
 R�eseau sont les �equations des variables (~�i)idonn�ees par ~�i = �i + NXj=1 ~�jpji : (49)Il faut interpr�eter ~�i 
omme le taux de tra�
 total transitant par la �le i,
e tra�
 se 
omposant des arriv�ees ext�erieures (taux �i) et du tra�
 rerout�edepuis la �le j (taux ~�jpji).Comme le r�eseau est sans 
apture, la matri
e Id� P est inversible. Les�equations (49) ont don
 une unique solution ~� = (~�i)i donn�ee par ~� =�(Id� P )�1 (i
i � et ~� sont vus 
omme des ve
teurs lignes).Soit M le pro
essus Markovien de saut d�e
rivant les 
ontenus desdi��erents bu�ers (espa
e d'�etat NN ). Le pro
essus M est ergodique si etseulement si la 
ondition dite de stabilit�e est v�eri��ee : 8i; �i = ~�i=�i < 1.Sous 
ette 
ondition, la distribution stationnaire � de M est donn�ee par,8n = (ni)i 2 NN , �(n) = NYi=1 �i(ni) = NYi=1(1� �i)�nii : (50)On dit 
lassiquement que la distribution � est �a \forme produit", 
ar� s'�e
rit 
omme le produit des distributions (�i)i des di��erentes �les 
on-sid�er�ees en isolation (
f. (40)). 43



Jean Mairesse Alea 2007Similairement, sous 
ondition de stabilit�e, les r�eseaux de Kelly de �lesM=M=1 poss�edent une distribution stationnaire de type \forme produit"que l'on peut expli
iter.D'un point de vue probabiliste, la forme produit signi�e qu'�a un instantdonn�e, les nombres de 
lients dans 
haque �le sont des v.a. ind�ependantes.Ce qui est assez paradoxal si on pense �a la fa�
on dont �evolue le r�eseau ave
reroutage des 
lients entre les �les.Ce r�esultat est la pierre angulaire et le diamant in
rust�e de vertu de lath�eorie des �les d'attente Markoviennes.R�eseaux 0-automatiques.Supposons maintenant que les �les d'attente sont 0-automatiques. La�le i est de type (Xi;�i; �i; ri; �i; �i). Les 
ouples (Xi;�i) peuvent être tousdi��erents et en parti
ulier 
haque �le poss�ede son propre ensemble de typesde 
lients.
Figure 18: Un r�eseau �a la Ja
kson de �les 0-automatiques.Par rapport aux des
riptions donn�ees 
i-dessus, il faut pr�e
iser 
ertainspoints pour 
ompl�etement d�e�nir les r�eseaux �a la Ja
kson et �a la Kelly dansle 
adre 0-automatique.- R�eseau �a la Ja
kson. Les types des 
lients ne sont pas pr�eserv�es parle passage de �le en �le (de fait, l'ensemble des types possibles, �i, variede �le en �le). �A son arriv�ee en �le i, le 
lient 
hoisit son type suivant laprobabilit�e �i, qu'il vienne de l'ext�erieur ou d'une autre �le j.-R�eseau �a la Kelly. Comme pour le r�eseau de Ja
kson, le type du 
lientvarie de �le en �le. Par 
ontre, la route du 
lient est in
hang�ee tout au longde sa travers�ee du r�eseau (en plus de la route, le 
lient garde en m�emoiresa position 
ourante le long de la route). Lorsque deux 
lients de typesa et b fusionnent dans un bu�er pour donner un 
lient de type 
, alors le
lient 
 
hoisit 
omme route 
elle de a ave
 probabilit�e 1=2 et 
elle de b ave
probabilit�e 1/2.Proposons une des
ription un peu informelle des r�esultats pour un r�eseau�a la Ja
kson de �les 0-automatiques. Les notations sont 
elles d�e
rites44



Jean Mairesse Alea 2007pr�e
�edemment.On asso
ie au r�eseau deux niveaux d' \�equations de tra�
" : (i)les �Equations de Tra�
 Tordues de 
haque �le prise individuellement (
f.d�e�nition 4.3); (ii) les �Equations de Tra�
 R�eseau. Ces derni�eres, quig�en�eralisent (49), sont d�e�nies 
omme suit :~�i = �i +Xj �j ~�jpji ; (51)o�u (~�i; ~ri) est une solution des ETT asso
i�ees �a (Xi;�i; �i; ~�i; �i).L'interpr�etation de (51) est la suivante : ~�i est le taux d'arriv�ees \total"dans la �le i et se 
ompose du taux d'arriv�ees ext�erieures �i et des tauxd'arriv�ees de 
lients en �le i en provenan
e des autres �les.La subtilit�e dans (51) vient de 
e que les �equations sont d�e�nies de fa�
on
ompl�etement impli
ite : (~�i)i est une fon
tion de (~�i)i (via (51)) et ~�i estlui même une fon
tion de ~�i (via les ETT).Conje
ture 4.6. Consid�erons le même mod�ele qu'en th�eor�eme 4.4, �al'ex
eption du fait que � 2 R�+ n'est pas �x�e. Pour tout �, il existe uneunique solution (�; r) dans R�+ � fx 2 R�+ j Pi x(i) = 1g des ETT 
orre-spondant �a �. Posons �(�) = �. Alors �(�) est une fon
tion 
ontinue etstri
tement 
roissante de �.Cette 
onje
ture est raisonnable. En parti
ulier, elle est v�eri��ee pourtous les exemples que l'on a pu traiter expli
itement et enti�erement.Lemme 4.7. Supposons que la Conje
ture 4.6 est v�eri��ee. Alors il existeune solution aux �Equations de Tra�
 R�eseau (51).On peut maintenant �enon
er le r�esultat prin
ipal. Qui dit en substan
e
e
i : sous 
ondition de stabilit�e, la distribution stationnaire poss�ede une\double forme produit" : (i) par rapport au 
ontenu du bu�er pour 
haque�le (
omme en (48)); (ii) par rapport aux di��erentes �les.Th�eor�eme 4.8. Consid�erons un r�eseau �a la Ja
kson de N �les 0-automatiques ((Xi;�i; �i; �i; �i)i; P ). Soit b
i la vitesse de fuite de la mar
heal�eatoire (Xi; �i). Consid�erons les �Equations de Tra�
 R�eseau (51). Soit(~�i)i une solution de (51). Soit (~�i; ~ri) une solution des ETT asso
i�ees �a(Xi;�i; �i; ~�i; �i).Consid�erons maintenant le r�eseau �a la Ja
kson de N �les ((Xi;�i; �i; ~ri; �i; �i)i; P ) o�u l'on a sp�e
i��e les 
onditions aux fronti�eres (~ri)i. SoitM = (M1(t); : : : ;MN (t))t le pro
essus Markovien de saut asso
i�e au r�eseau(o�u (M i(t))t est le pro
essus de 
ontenu du bu�er en �le i). Alors on a les�equivalen
es suivantes :� M est ergodique �() � 8i; ~�i < 1 �() � 8i; ~�ib
i < �i � :45



Jean Mairesse Alea 2007Supposons que ~�ib
i < �i, pour tout i. Alors la distribution stationnairedu pro
essus M est donn�ee par :8u = (ui)i, ui 2 L(Xi;�i); �(u) =Yi �i~�i;~ri(ui) ; (52)o�u �i~�i;~ri(ui) a la forme donn�ee en (48).Ce r�esultat g�en�eralise le r�esultat de forme produit des r�eseaux 
lassiques,
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