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Abstra
t. On présente des outils 
ombinatoires, pour partie 
lassiques, permettant

de dénombrer les permutations sans sous-suite (dé)
roissante de longueur k : 
or-

respondan
e de Robinson-S
hensted, tableaux de Young, pour arriver à la formule

déterminantale de Gessel 
omptant les permutations en question. On évoque aussi

l'énumération des involutions sans longue sous-suite (dé)
roissante.

1. Rappels sur les permutations

Une permutation sur [n] = {1, 2, . . . , n} est une bije
tion sur 
et ensemble. On la note

souvent 
omme un mot, σ = σ1 · · · σn où σi = σ(i). L'ensemble de 
es permutations est
noté Sn. Par exemple, σ = 7 2 1 6 4 9 8 3 5 ∈ S9. On utilise aussi le graphe de σ, soit,
dans l'exemple pré
édent :

1

4
5
6

3
2

7
8
9

Toujours pour notre permutation exemplaire, 2 6 8 est une sous-suite 
roissante, et 9 3
est une sous-suite dé
roissante. Il y a i
i plusieurs sous-suites 
roissantes maximales (par

exemple 2 6 8 et 2 6 9) et une seule sous-suite dé
roissante maximale, à savoir 7 6 4 3. Les
unes et les autres se repèrent bien sur le graphe de σ. On note cmax(σ) (resp. dmax(σ))
la taille (nombre de lettres) d'une sous-suite 
roissante (resp. dé
roissante) maximale.

Dans notre exemple, cmax(σ) = 3 et dmax(σ) = 4.
Rappelons que Sn est un groupe (pour la 
omposition des permutations, vues 
omme

fon
tions de [n]). Par exemple, si σ = σ1 · · · σn et τi est la transposition élémentaire qui

é
hange i et i+ 1, on a στi = σ1 · · · σi−1σi+1σiσi+2 · · · σn. Le graphe de la permutation

inverse σ−1
s'obtient en prenant le symétrique de 
elui de σ par rapport à la première

diagonale. Au passage, cmax(σ) = cmax(σ−1) et dmax(σ) = dmax(σ−1). Une involution
est une permutation égale à son inverse. Une inversion de σ est un 
ouple (i, j) tel que

i < j et σi > σj. La signature de σ est ε(σ) = (−1)inv(σ)
, où inv(σ) désigne le nombre

d'inversions de σ.
Toutes les symétries du 
arré agissent sur Sn. En parti
ulier, on note mir(σ) =

σn · · · σ2σ1 le miroir de σ. Notons que 
ette fois cmax(σ) = dmax(mir(σ)) et dmax(σ) =
cmax(mir(σ)).

Date: 9 Mars 2009.

1



2 MIREILLE BOUSQUET-MÉLOU

L'obje
tif prin
ipal de 
et exposé est l'énumération des permutations σ ∈ Sn telles

que dmax(σ) ≤ d. On note a(n, d) le nombre de 
es permutations, et Sn,d l'ensemble


orrespondant. La remarque qui pré
ède implique que a(n, d) est aussi le nombre de

permutations de Sn telles que cmax(σ) ≤ d.

2. La bije
tion de Robinson-S
hensted

Une partition de l'entier n ∈ N est une suite dé
roissante �nie d'entiers positifs dont

la somme est n :

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λd ≥ 0 et λ1 + λ2 + · · · + λd = n.

On note |λ| = n le poids, ou la taille, de λ, et ℓ(λ) = d sa longueur, 
'est-à-dire le nombre

de parts. Par exemple, λ = (3, 3, 2, 1) est une partition de 9 de longueur 4. On représente

une partition par un diagramme, dont les lignes 
orrespondent aux parts λi. Dans le 
as

pré
édent :

Un tableau de Young (standard) de forme λ est un remplissage des 
ases de 
e dia-

gramme par les entiers de 1 à n (
haque entier apparaissant une fois exa
tement), qui

doit être 
roissant dans les lignes (vers la droite) et 
olonnes (vers le bas). Par exemple :

1 3 5
2 4 8

96
7

La partition 
onjuguée de λ, notée λ∗, a pour diagramme le symétrique de 
elui de λ
par rapport à la (se
onde) diagonale. On dé�nit de même le 
onjugué d'un tableau de

Young.

La bije
tion de Robinson-S
hensted, qui �gure dans des termes un peu vagues dans

un papier de Gilbert de Beauregard Robinson en 1938 [19℄ et dans des termes tout à fait

pré
is dans 
elui de S
hensted en 1961 [22℄, transforme une permutation de Sn en une

paire (P,Q) de tableaux de Young de taille n et de même forme. L'opération élémentaire

qui permet de 
onstruire P pas à pas, en lisant les entrées σ1, σ2, . . . de σ dans 
et ordre,

est l'insertion en ligne dans un tableau, que nous dé
rivons maintenant.

Imaginons avoir déjà 
onstruit un tableau partiel Pi−1, de taille i− 1, qui 
ontient les
lettres σ1, . . . , σi−1 de σ. On forme le tableau Pi 
omme suit :

� si Pi−1 est vide (
e qui n'arrive que pour i = 1), Pi est réduit à une 
ase 
ontenant

σi,

� si toutes les entrées de la première ligne de Pi−1 sont inférieures à σi, on insère

σi au bout à droite de la première ligne,

� sinon, soit x la plus petite valeur supérieure à σi �gurant dans la première ligne

de Pi−1. On rempla
e x par σi dans Pi−1. La valeur x est éje
tée, et on l'insère

dans le tableau formé des lignes 2, 3, . . . de Pi−1.

Le tableau �nal Pn obtenu après le
ture 
omplète de σ est le premier tableau P de la

paire (P,Q) asso
iée à σ par la bije
tion de Robinson-S
hensted. Le se
ond tableau, Q,
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a la même forme que P , et 
ode l'ordre de 
réation des 
ases de P . Plus pré
isément, la


ase de P 
réée à l'instant i porte dans Q l'étiquette i.
Un exemple est urgent : pour σ = 7 2 1 6 4 9 8 3 5, on forme tour à tour les tableaux

suivants pour aboutir à P :

1
2
7

6
4 91

2
7

6
4 1

2
7

6
4

9
8 1

2 9
8

7
6

4
3 1

2

7
6

4
3

9
8
51

2
7

61
2
7

2
7

7
= P

Quant au tableau Q, il traduit l'ordre dans lequel ont été 
réées les 
ases de P :

1
2
3

4
5

6
7

8
9

= Q

Théorème 1. La transformation Φ qui asso
ie à une permutation σ la paire (P,Q)
dé
rite 
i-dessus est une bije
tion entre permutations de Sn et paires de tableaux de

Young de taille n et de même forme.

Cette bije
tion a de belles propriétés de symétrie. Si Φ(σ) = (P,Q) alors Φ(σ−1) =
(Q,P ), et Φ(mir(σ)) = (P ∗, Q′), où P ∗

est le tableau 
onjugué de P (la des
ription de

Q′
est plus déli
ate).

En�n, les paramètres cmax(σ) et dmax(σ) sont respe
tivement la largeur et la hauteur

du tableau P .

Le fait que Φ soit une bije
tion est le Lemme 3 dans l'arti
le de S
hensted [22℄. La

deuxième propriété de symétrie lui est également due. Il semble ne pas avoir remarqué

la première, due à S
hützenberger [23℄. Il est vrai que, pour remarquable qu'elle soit,

elle n'est pas 
ommode à prouver à partir de 
ette des
ription de Φ. En revan
he, deux

des
riptions plus tardives de Φ, 
elle de Viennot [27℄ et 
elle de Fomin [7, 6℄ rendent

évidente 
ette symétrie.

Le lien entre les sous-suites 
roissantes et dé
roissantes maximales de σ et les dimen-

sions de P est dû à S
hensted. Notons que 
es deux résultats sont équivalents, via le fait

que Φ(mir(σ)) = (P ∗, Q′) et que cmax(σ) = dmax(mir(σ)).
En�n, la des
ription du tableau Q′

a été donnée par S
hützenberger [23℄.

De nombreux autres détails, notamment bibliographiques, �gurent dans le 
hapitre 7

du se
ond volume de Enumerative Combinatori
s, par Stanley [25℄, et dans l'appendi
e

7.1 de 
e même ouvrage.

3. La formule des équerres

Il s'agit i
i de dénombrer les tableaux de Young de forme λ donnée. Le nombre de tels

tableaux est traditionnellement noté fλ, ou f
λ
ou f(λ), et on jonglera sans doute ave



es di�érentes notations 
i-dessous.

La bije
tion de Robinson-S
hensted nous dit que :

∑

|λ|=n

f2
λ = n!.

Pour les amateurs d'algèbre, 
e
i est qu'une instan
e de la formule

∑

χ irred

(dimχ)2 = |G|
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qui lie l'ordre d'un groupe �ni G aux dimensions de ses représentations irrédu
tibles [24℄.

En e�et, les représentations irrédu
tibles de Sn (un groupe d'ordre n! s'il en fut) sont

indexées par les partitions λ de n, et la dimension de la représentation indexée par λ
est pré
isément le nombre fλ. On ne 
reusera pas 
ette veine i
i. Il faut toutefois savoir

que les outils 
ombinatoires que l'on déroule jouent un r�le important dans l'étude des

représentations de Sn et des fon
tions symétriques. Voir [25, Chap. 7℄ ou [15℄ ou [20℄

pour un petit aperçu...

Revenons don
 à nos moutons : l'énumération des tableaux de forme λ. À 
haque


ase c de λ (ou de son diagramme...) on asso
ie un ensemble de 
ases appelé équerre de

c, 
omme illustré 
i-dessous :

c

On note hc la longueur de 
ette équerre (
'est-à-dire le nombre de 
ases qu'elle 
om-

porte). Pour l'exemple 
i-dessus, hc = 6.

Théorème 2. Soit λ une partition de n. Le nombre de tableaux de Young standard de

forme λ est :

fλ =
n!

∏

c∈λ hc
.

Par exemple, pour la partition λ de la page 2,

fλ =
9!

6 4 2 5 3 1 3 1 1
= 168.

En exprimant les équerres en fon
tion des parts λ1, λ2, . . . , λd de λ, on se 
onvain
 que

la formule 
i-dessus, dite formule des équerres, est équivalente à :

fλ =
n!

∏d
i=1(λi − i+ d)!

∏

1≤i<j≤d

(λi − λj − i+ j). (1)

C'est sous 
ette forme qu'elle a été démontrée pour la première fois, par Ma
Mahon en

1909 [16℄. La formulation en termes d'équerres est due à Frame, Robinson et Thrall [8℄,

qui en ont donné une très jolie preuve probabiliste. Nous allons i
i démontrer (1) par

un prin
ipe de ré�exion, assez voisin de 
elui que nous utiliserons en Se
tion 4 pour

dénombrer les permutations sans sous-suite dé
roissante de longueur d+ 1.

Un tableau P de forme λ = (λ1, λ2, . . . , λd), ave
 |λ| = n, se 
ode par un mot de

longueur n, disons u = u1 · · · un, sur l'alphabet {1, 2, . . . , d}, de la façon suivante :

ui = k si l'entier i �gure dans la ligne k de P (la ligne supérieure est, par 
onvention, la

ligne 1). Le 
odage du tableau de la page 2 est ainsi u = 1 2 1 2 1 3 4 2 3. Ce 
odage

est une bije
tion entre tableaux de taille n et mots de Yamanou
hi de longueur n. Un

mot u = u1 · · · un est dit de Yamanou
hi si pour toute fa
torisation u = vw,

u = vw ⇒ |v|1 ≥ |v|2 ≥ · · · ≥ |v|d, (2)

où |v|k désigne le nombre d'o

urren
es de la lettre k dans le mot v. La forme de λ est

donnée par la 
omposition de u, 
'est-à-dire que λk = |u|k. Ces mots de Yamanou
hi
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peuvent en
ore être vus 
omme des 
hemins dans N
d
: on part de l'origine (0, . . . , 0) et

on fait un pas ek = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) quand on lit la lettre k (il est entendu que la


oordonnée 1 dans ek arrive en k-ième position). La 
ondition (2) se traduit en disant

que tout point (x1, . . . , xd) du 
hemin doit être dans le se
teur

x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xd ≥ 0. (3)

Le point �nal du 
hemin est (λ1, . . . , λd).
Par exemple, un tableau de forme (λ1, λ2) se 
ode par un 
hemin sous-diagonal dans

N
2
, un méandre, en d'autres termes. Lesquels méandres on sait fort bien 
ompter par le

prin
ipe de ré�exion :

f(λ1, λ2) =

(

λ1 + λ2

λ1

)

−

(

λ1 + λ2

λ1 + 1

)

(4)


omme illustré 
i-dessous.

λ2

λ1 λ1

λ2

λ2

λ1

λ1 + 1

λ2 − 1

= −

−=

C'est 
e prin
ipe qu'on va généraliser pour 
ompter les 
hemins (ou mots) de Ya-

manou
hi en dimension d.

Proposition 3. Le nombre de tableaux de forme λ = (λ1, . . . , λd), où |λ| = n, est

fλ = n! det

(

1

(λi − i+ j)!

)

1≤i,j≤d

.

On laisse au le
teur le soin de véri�er que la spé
ialisation de 
ette expression au 
as

d = 2 donne bien (4).

Proof. On 
her
he à dénombrer les 
hemins de Yamanou
hi �nissant au point (λ1, . . . , λd).
On va dé�nir une 
lasse plus vaste de 
hemins, dotés d'un signe.

Soit σ une permutation de Sd. On note T (σ) le point de N
d
de 
oordonnées (λσ1

−
σ1 +1, . . . , λσd

−σd +d). On note Pσ l'ensemble des 
hemins (à pas unitaires et positifs)

issu de l'origine de N
d
et �nissant en T (σ). Le signe d'un tel 
hemin est ε(σ), la signature

de σ. Notons que Pσ est vide dès que l'une des 
oordonnées de T (σ) est stri
tement
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négative. On note en�n P = ∪σ∈Sd
Pσ. Le nombre de 
hemins de Pσ est

n!
∏

1≤i≤d(λσi
− σi + i)!

.

Pour σ = id, le point T (σ) 
oin
ide ave
 (λ1, . . . , λd). Don
 Pid 
ontient en parti
ulier

les 
hemins de Yamanou
hi que l'on 
her
he à dénombrer. Pour σ 6= id, il n'y a pas de


hemin de Yamanou
hi (au sens de la 
ondition (2) ou (3)) dans P. En e�et, σ a au

moins une inversion (i, j), et le point T (σ) qui est le point d'arrivée de tous les 
hemins

de Pσ, a pour 
oordonnées (x1, . . . , xd) ave
 xi = λσi
− σi + i et xj = λσj

− σj + j, de
sorte que

xi − xj =
(

λσi
− λσj

)

+ (i− j) + (σj − σi)

et 
ha
un de 
es termes est négatif (
ar σj < σi), le terme (i−j) étant même stri
tement

négatif. Les 
onditions (3) ne sont don
 pas véri�ées par le point �nal T (σ).
On va maintenant dé�nir une involution sur les 
hemins de P qui ne sont pas de Ya-

manou
hi, involution qui 
hange le signe de 
es 
hemins. Compte tenu du dénombrement

que nous avons fait pour les 
hemins de Pσ, 
e
i prouvera que

∑

σ∈Sd

ε(σ)
n!

∏

i(λσi
− σi + i)!


ompte les 
hemins de Yamanou
hi (lesquels, d'après 
e qui pré
ède, �nissent for
ément

en λ). Ce qui est pré
isément la formule déterminantale de la proposition.

Allons-y don
 ave
 
ette involution. Soit σ ∈ Sd, et u un mot (
hemin) de Pσ qui n'est

pas de Yamanou
hi. Il existe un pré�xe v de u et un entier k < d tel que u = v(k + 1)w
ave
 |v|k = |v|k+1. (Manifestement, le pré�xe v(k+1) ne satisfait pas les 
onditions (2)).
On 
hoisit v de longueur minimale, de sorte que le pré�xe v(k + 1) est le premier qui

pose problème. On asso
ie à u le mot ψ(u) = v(k+ 1)w̃, où w̃ est obtenu en remplaçant

dans w toute o

urren
e de k par (k + 1), et inversement.

On véri�e aisément que ψ(u) ∈ Pτ , ave
 τ = σ1 · · · σk−1σk+1σkσk+2 · · · σn, de sorte que

ε(τ) = −ε(σ). De plus, ψ(u) n'est pas non plus un mot de Yamanou
hi : son premier

�problème� survient pour le pré�xe v(k + 1). Cette remarque implique que ψ(ψ(u))

oin
ide ave
 u.

Ce
i a
hève la preuve de la proposition.

Il reste à déduire de la proposition 3 la formule des équerres, sous sa forme (1). C'est

en fait fa
ile :

fλ = n! det

(

1

(λi − i+ j)!

)

1≤i,j≤d

= n! det

(

(λi − i+ j + 1) · · · (λi − i+ d)

(λi − i+ d)!

)

1≤i,j≤d

=
n!

∏d
i=1 (λi − i+ d)!

det ((λi − i+ j + 1) · · · (λi − i+ d))1≤i,j≤d .

Le 
oe�
ient (i, j) de 
e dernier déterminant s'é
rit Pj(λi − i) où Pj(x) = (x + j +
1) · · · (x + d) est un polyn�me en x de degré d − j et de 
oe�
ient dominant 1. Ce

déterminant est don
 égal au déterminant de Vandermonde det((λi − i)d−j), 
'est-à-dire
à

∏

i<j(λi − λj − i+ j). Ce qui donne pour fλ l'expression (1).
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4. Permutations sans sous-suite dé
roissante de longueur d+ 1

Venons-en maintenant à l'énumération des permutations σ de Sn dont les sous-suites

dé
roissantes sont de longueur au plus d. En d'autres termes dmax(σ) ≤ d. Rappelons
que le nombre de telles permutations est noté a(n, d). Par la bije
tion de Robinson-

S
hensted, a(n, d) est aussi le nombre de paires de tableaux de Young de taille n, de
même forme, et de hauteur au plus d. Via la formule des équerres (1), 
e
i fournit une

première expression de a(n, d) :

a(n, d) =
∑

λ1≥λ2≥···≥λd≥0

n!
∏d

i=1(λi − i+ d)!

∏

1≤i<j≤d

(λi − λj − i+ j).

Les théorèmes de 
l�ture sur les suites P-ré
urrentes (ou de façon équivalente sur les séries

D-�nies [13, 14℄) impliquent alors que pour tout d, la série
∑

n a(n, d)t
n
est di�érentielle-

ment �nie : elle satisfait une équation di�érentielle linéaire à 
oe�
ients polynomiaux en

t (voir sur 
e sujet le 
ours de Bruno Salvy à ALEA en 2003 [21℄). Pour des 
onje
tures

sur la forme de 
es équations, voir [2, 3℄.

Nous allons i
i être plus gourmands, et donner une expression 
lose, non pas de la série

génératri
e ordinaire

∑

n a(n, d)t
n
, mais d'une série génératri
e qu'on pourrait quali�er

de Bessel,

Ad(t) =
∑

n≥0

a(n, d)
t2n

n!2
.

Noter l'exposant 2n de t et, bien sûr, la division par n!2. Cette série est tout aussi

di�érentiellement �nie que la série génératri
e ordinaire. La formule 
i-dessous a été

démontrée pour la première fois par Gessel en 1990 [10℄.

Théorème 4. Pour i ∈ Z, soit

Ii(t) =
∑

n≥max(0,−i)

t2n+i

n!(n+ i)!
. (5)

En parti
ulier, Ii(t) = I−i(t). Alors la série de Bessel des permutations sans sous-suite

dé
roissante de longueur d+ 1 est

Ad(t) = det (Ii−j)1≤i,j≤d .

Proof. Nous donnons i
i une preuve publiée par Gessel, Weinstein et Wilf en 1998 [9℄. À

la suite, on donnera quelques détails sur la preuve originale, qui est moins élémentaire.

Les paires (P,Q) de tableaux de même forme que l'on veut 
ompter se 
odent par des

paires de 
hemins de Yamanou
hi dans Z
d
, �nissant au même point λ. De façon équiva-

lente, en par
ourant le 
hemin du tableau P , puis, à l'envers, le 
hemin du tableau Q, on
obtient un 
hemin de Z

d
, 
ommençant et �nissant à l'origine, formé de pas unitaires ek

et −ek, les pas positifs venant avant les pas négatifs, et dont 
haque sommet (x1, . . . , xd)
véri�e la 
ondition de Yamanou
hi (3). Par exemple, la paire (P,Q) de la page 3 se 
ode
par le 
hemin (ou mot...)

1 2 1 2 1 3 4 2 3 3̄ 4̄ 2̄ 1̄ 2̄ 1̄ 3̄ 2̄ 1̄,

la lettre k (resp. k̄) représentant le pas ek (resp. −ek). Après avoir traduit en termes de

mots la 
ondition de Yamanou
hi sur 
es 
hemins à pas positifs et négatifs, on aboutit à

l'énon
é suivant : les permutations de Sn sans sous-suite dé
roissante de longueur d+ 1
sont en bije
tion ave
 les mots u de longueur 2n sur l'alphabet {1, 2, . . . , d, 1̄, . . . , d̄}, où
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les lettres barrées arrivent après les lettres non barrées, et tels que pour toute fa
torisation

u = vw :

u = vw ⇒ |v|1 − |v|1̄ ≥ |v|2 − |v|2̄ ≥ · · · ≥ |v|d − |v|d̄ ≥ 0. (6)

On va maintenant dé�nir une 
lasse plus vaste de 
hemins, dotés d'un signe. Soit σ une

permutation de Sd. On note T (σ) le point (1 − σ1, . . . , d− σd). On note Pσ l'ensemble

des 
hemins (à pas unitaires positifs ou négatifs) de Z
d
, issus de l'origine, �nissant en

T (σ), et triés (les pas positifs viennent avant les pas négatifs). Le signe d'un tel 
hemin

est ε(σ), la signature de σ. Notons que la longueur de 
es 
hemins est toujours paire (la

somme des 
oordonnées du point d'arrivée étant 0). On note en�n P = ∪σ∈Sd
Pσ. Le

nombre de 
hemins de longueur 2n dans Pσ est

1
(2n

n

)

∑

n1,...,nd

(2n)!
∏

i ni!(ni + i− σi)!
,

la somme portant sur les d-uplets (n1, . . . , nd) tels que

∑

i ni = n (ave
 ni ≥ 0 et

ni + i − σi ≥ 0). Il est fa
ile de voir que la somme 
i-dessus (sans le fa
teur 1/
(

2n
n

)

)


ompte tous les 
hemins de longueur 2n allant de l'origine à T (σ) : 
es 
hemins font

ni + i− σi pas ei, et ni pas −ei. La longueur totale est

∑

i

(2ni + i− σi) = 2
∑

i

ni = 2n.

Par ailleurs, il est 
lair que le nombre de 
es 
hemins s'obtient en multipliant le nombre

de 
hemins triés par

(2n
n

)

(
e binomial dé
rit le mélange du mot positif et du mot négatif).

D'où le résultat sur le dénombrement des 
hemins triés de Pσ.

Pour σ = id, le point T (σ) 
oin
ide ave
 l'origine. Don
 Pid 
ontient en parti
ulier les


hemins triés satisfaisant (6) que l'on 
her
he à dénombrer. Pour σ 6= id, au
un 
hemin

de Pσ ne satisfait (6). En e�et, l'une des 
oordonnées du point d'arrivée T (σ) est alors
négative, et on a fait dans 
ette dire
tion plus de pas négatifs que positifs.

On va maintenant dé�nir une involution sur les 
hemins de P qui ne sont satisfont

pas (6), involution qui 
hange le signe de 
es 
hemins. Compte tenu du dénombrement

que nous avons fait pour les 
hemins de Pσ, 
e
i prouvera que le nombre de permutations

τ de Sn satisfaisant dmax(τ) ≤ d est :

a(n, d) =
1

(2n
n

)

∑

σ∈Sd

ε(σ)
∑

n1,...,nd

(2n)!
∏

i ni!(ni + i− σi)!
,

où, de nouveau,

∑

i ni = n. Ensuite, quelques manipulations indolores (passage à la

série génératri
e de Bessel, identi�
ation d'un déterminant) a
hèvent la preuve, 
omme

esquissé i
i :

∑

n≥0

a(n, d)
tn

n!2
=

∑

σ∈Sd

ε(σ)
∑

n1,...,nd

d
∏

i=1

t2ni+i−σi

ni!(ni + i− σi)!

=
∑

σ∈Sd

ε(σ)

d
∏

i=1

∑

ni

t2ni+i−σi

ni!(ni + i− σi)!

=
∑

σ∈Sd

ε(σ)

d
∏

i=1

Ii−σi
(t)

= det(Ii−j)1≤i,j≤d.
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Dé
rivons don
 pour �nir notre involution. Soit σ ∈ Sd, et u un mot (
hemin) de Pσ

qui ne satisfait pas (6). Remarquons d'abord que, pour tout pré�xe v de u, on a bien

|v|d −|v|d̄ ≥ 0. En e�et, |u|d −|u|d̄ = d−σd ≥ 0, et les pas positifs arrivent dans u avant

les pas négatifs. Don
 le problème vient d'une autre des inégalités de (6) : il existe un

pré�xe v de u et un entier k < d tel que u = vxw ave
 |v|k − |v|k̄ = |v|k+1 − |v|k+1 et

x = k + 1 ou x = k̄. (Manifestement, le pré�xe vx ne satisfait pas les 
onditions (6)).

On 
hoisit v de longueur minimale, de sorte que le pré�xe vx est le premier qui pose

problème. On asso
ie à u le mot ψ(u) = vxw̃, où w̃ est obtenu en remplaçant dans w
toute o

urren
e de ±k par ±(k + 1), et inversement.

On véri�e aisément que ψ(u) ∈ Pτ , ave
 τ = σ1 · · · σk−1σk+1σkσk+2 · · · σn, de sorte

que ε(τ) = −ε(σ). De plus, ψ(u) ne satisfait pas non plus la 
ondition (6) : son premier

�problème� survient pour le pré�xe vx. Cette remarque implique que ψ(ψ(u)) 
oin
ide

ave
 u.
Ce
i a
hève la preuve du théorème.

Terminons 
ette se
tion par quelques détails sur la preuve originale, qui utilise plus

d'outils [10℄. À savoir, par ordre d'apparition à l'é
ran :

(1) la bije
tion de Robinson-S
hensted pour se ramener à du dénombrement de

tableaux (également utilisée 
i-dessus bien entendu) ;

(2) une identité sur les fon
tions de S
hur sλ (
e sont des fon
tions symétriques qui


omptent des tableaux semi-standard, plus généraux que les tableaux standard


onsidérés i
i). Cette identité est une formule déterminantale pour

∑

λ

sλ(x)sλ(y), (7)

où la somme porte sur les partitions de hauteur au plus d. Elle s'obtient en


ombinant la formule de Ja
obi-Trudi exprimant les sλ en termes des fon
tions

symétriques homogènes hi, et la formule de Cau
hy-Binet pour le déterminant

d'un produit de matri
es ;

(3) �nalement, l'appli
ation à l'expression déterminantale de (7) d'un 
ertain homo-

morphisme θ qui est au 
÷ur du papier de Gessel, et permet, en gros, d'extraire

la 
ontribution des tableaux standard d'une série qui s'interprète en termes de

tableaux semi-standard.

5. Involutions sans sous-suite dé
roissante de longueur d+ 1

Il existe aussi une formule 
lose pour la série génératri
e exponentielle des involutions

sans sous-suite dé
roissante de longueur d+1 (ou, de façon équivalente, pour les tableaux

standard de hauteur au plus d). Les propriétés de la bije
tion de Robinson-S
hensted

(Théorème 1) et la 
onjugaison des tableaux montrent qu'il est équivalent d'énumérer les

involutions sans sous-suite 
roissante de longueur d+1, mais ça n'est pas du tout évident

sur les involutions elles-mêmes, si on ne 
onnaît pas la bije
tion de Robinson-S
hensted...

Le résultat suivant est en
ore dû à Gessel [10℄ et utilise à peu près les mêmes outils

que sa preuve du théorème 4.

On note b(n, d) le nombre d'involutions de Sn sans sous-suite dé
roissante de longueur

d+ 1, et

Bd(t) =
∑

n≥0

b(n, d)
tn

n!
.
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Théorème 5. La série exponentielle des involutions sans sous-suite dé
roissante de

longueur d+ 1 est

Bd(t) =

{

det (Ii−j + Ii+j−1)1≤i,j≤d/2 si d est pair,

et det (Ii−j − Ii+j)1≤i,j≤(d−1)/2 sinon,

où les séries Ii(t) sont dé�nies par (5).

À ma 
onnaissan
e, il n'existe pas de preuve analogue à 
elle que nous avons donnée

plus haut pour les permutations sans longue sous-suite dé
roissante. En revan
he, il

en existe une qui n'utilise qu'une 
onstru
tion ré
ursive simple de 
es involutions, par

insertion du 
y
le 
ontenant la valeur maximale (voir [4℄ et la se
tion 6.1).

Il existe aussi des formules déterminantales pour la série génératri
e exponentielle :

� des involutions sans point �xe sans sous-suite 
roissante de longueur d+ 1 (Baik

& Rains 2001 [1℄),

� des involutions sans point �xe sans sous-suite dé
roissante de longueur d + 1
(Goulden 1992 [11℄).

Les deux problèmes ne sont pas équivalents 
ette fois.

Signalons en�n une observation due à Wilf [28℄, et qui semble attendre une expli
ation


ombinatoire : lorsque d est pair,

Ad(t) = Bd(t)Bd(−t).

6. Remarques, 
ompléments, bibliographie...

6.1. Stru
tures dé
omposables

La preuve qu'on a donnée pour le dénombrement des permutations sans sous-suite

dé
roissante de longueur d + 1 utilise de façon 
lef la bije
tion de Robinson-S
hensted.

Pourtant, 
es permutations sont des stru
tures dé
omposables ré
ursivement : une per-

mutation de Sn,d s'obtient en insérant la valeur n dans une permutation de Sn−1,d.

Lors de 
ette insertion, il faut prendre garde à ne pas 
réer une sous-suite dé
roissante

de longueur d + 1. Pour 
ela, il nous faut garder en mémoire où démarre la sous-suite

dé
roissante de longueur d la plus à droite. Mais pour mettre à jour 
ette information,

il nous faut garder en mémoire où démarre la sous-suite dé
roissante de longueur d− 1
la plus à droite. Et ainsi de suite, jusqu'à la position de la des
ente la plus à droite.

Moyennant quoi, on peut é
rire des ré
urren
es simples pour le nombre a(n, d; kd, . . . , k2)
de permutations de Sn sans sous-suite dé
roissante de longueur d + 1, où la sous-suite

dé
roissante de longueur i la plus à droite démarre en position ki pour tout i ∈ [2, d].
Cette ré
urren
e se traduit en une équation fon
tionnelle sur la série génératri
e 
orre-

spondante Ad(t;ud, . . . , u2), à d−1 variables 
atalytiques. On peut se demander 
omment

résoudre dire
tement 
ette équation.

La situation n'est pas désespérée : en exploitant une 
onstru
tion ré
ursive similaire

pour les involutions sans sous-suite dé
roissante de longueur d + 1, due à Jaggard &

Marin
el [12℄, on peut obtenir les formules du Théorème 5 pour le 
omptage de 
es

involutions [4℄.

6.2. Liens ave
 les matri
es aléatoires

On va faire 
ourt, 
ompte tenu de l'ignoran
e de l'auteur sur le sujet. Ces liens

semblent être de deux types au moins :
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(1) le nombre de permutations de Sn sans sous-suite dé
roissante de longueur d+ 1
s'é
rit

a(n, d) = E

(

|tr(M)n|2
)

,

pour une matri
e M unitaire de taille k × k distribuée selon la mesure de Haar

sur le groupe unitaire. On se reportera par exemple à Rains [18℄ ;

(2) à une normalisation près, la forme λ = (λ1, λ2, . . .) du tableau asso
ié à la

permutation aléatoire (et uniforme) σ ∈ Sn est distribuée, lorsque n → ∞,


omme la suite (également normalisée, et également dans la limite où n → ∞)

α = (α1, α2, . . .) des valeurs propres d'une matri
e hermitienne aléatoire, pour la

mesure gausienne �habituelle� de densité

1

Zn
exp(− tr(M2))dM.

Il semble qu'Okounkov [17℄ en ait donné une expli
ation dire
te via les 
artes,

dont on sait qu'elles sont liées et aux permutations, et aux matri
es hermitiennes

aléatoires [29℄. Un beau sujet pour de pro
haines journées ALEA !

6.3. Référen
es

Le sujet est foisonnant. En amont de la bibliographie 
i-dessous, on peut partir, pour

les aspe
ts 
ombinatoires de la question, de l'arti
le de synthèse qu'à é
rit Stanley pour

le 
ongrès des mathémati
iens en 2006 [26℄. La loi de la plus longue sous-suite 
roissante

d'une permutation était aussi à l'honneur dans une autre 
onféren
e plénière de 
e même


ongrès, 
elle de Deift [5℄.
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