
PROBABILITÉS LIBRES ET MATRICES ALÉATOIRES
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Prologue: vecteurs aléatoires en grandes dimensions

v1, . . . , vk ∈ RN .

ai = ‖vi‖ fixées.

ω1 = v1/‖v1‖, . . . , ωk = vk/‖vk‖ ∈ RN choisis au hasard
indépendamment, uniformément sur la sphère de rayon 1.

Lorsque N → ∞, avec probabilité 1, les vi deviennent orthogonaux
(à ǫ près): pour tout ǫ > 0,

P(|〈ωi , ωj〉 − δij | > ǫ) →N→∞ 0
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On va obtenir des résultats analogues pour des matrices aléatoires
au lieu de vecteurs aléatoires.

La géométrie des matrices est plus compliquée que celle des
vecteurs.

L’outil algébrique qui permet la description de ces résultats est la
théorie des probabilités libres.
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Exemple:

Π1 et Π2, matrices de taille N × N
=Projections orthogonales sur des sous-espace de dimension N/2.

On choisit les sous-espaces au hasard “uniformément”, i.e.

Πi = Ui

(

IN/2 0

0 0

)

U∗
i

où Ui sont indépendantes choisies avec la mesure de Haar(∗) sur
U(N).

On calcule le spectre de Π1 + Π2.

(*): mesure de Haar sur U(N)=unique probabilité invariante par
les translations: U 7→ UV
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Histogramme du spectre de Π1 + Π2 (N = 800)
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X=matrice hermitienne, N × N.

X = UDU∗, avec

U=unitaire (vecteurs propres de X );

D =















λ1 0 0 · · · 0
0 λ2 0 · · · 0
0 0 λ3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 · · · · · · λN















À conjugaison par une matrice unitaire près, X est déterminée par
son spectre.
Le spectre lui-même est déterminé par les nombres

1

N
Tr(X n) =

1

N

N
∑

i=1

λn
i ; n = 1, 2, . . .
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X1, . . . ,Xn = matrices hermitiennes N × N .

Pas simultanément diagonalisables.

Proposition: À une conjugaison unitaire près

X1, . . . ,Xn 7→ UX1U
∗, . . . ,UXnU

∗

le n-uplet X1, . . . ,Xn est déterminé par les “moments mixtes”

1

N
Tr(Xi1 . . . Xik ); k ≥ 1; i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n}

Remarque Les moments mixtes remplacent les produits scalaires
entre vecteurs pour déterminer la géométrie d’un ensemble de
matrices.
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On considère des matrices de la forme Xi = UiDiU
∗
i où les Di sont

des matrices diagonales et les Ui sont des matrices unitaires
aléatoires, prises avec la mesure de Haar sur U(N).

Les nombres 1
N

Tr(X n) = 1
N

∑N
i=1 λn

i ; n = 1, 2, . . . (et donc les
valeurs propres) sont fixés, mais les vecteurs propres sont choisis
au hasard.
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Théorème

(Voiculescu, 1990) Lorsque N → ∞ les moments mixtes

1

N
Tr(Xi1 . . . Xik )

s’expriment (asymptotiquement) de façon polynomiale en les
moments 1

N
Tr(Dk

i ) = 1
N

Tr(X k
i )
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Exemples: ( 1
N

Tr = tr)

tr(X1X2) ∼ tr(X1)tr(X2)

tr(X k
1 X l

2) ∼ tr(X k
1 )tr(X l

2)

tr(X1X2X1X2) ∼ tr(X 2
1 )tr(X2)

2 + tr(X1)
2tr(X 2

2 ) − tr(X1)
2tr(X2)

2

Ici ∼ signifie que la différence est petite en probabilités.
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Corollaire

Si on connait les spectres de X1, . . . ,Xn alors on peut calculer,
avec une bonne approximation le spectre de n’importe quel
polynôme en les Xi

par exemple:

tr((X1 + X2)
n) =

∑

i1...in

tr(Xi1 . . . Xin)

se calcule asyptotiquement au moyen des nombres

tr(X k
1 ), tr(X k

2 ), k = 1, 2, ...
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Le calcul effectif de ces polynômes se fait au moyen de la théorie
des probabilités libres.
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Espace de probabilités non-commutatif

A=algèbre (de variables aléatoires non-commutatives).

1 ∈ A, a + b, ab, λa ∈ A si a, b ∈ A

τ : A → C=forme linéaire (=espérance). τ(1) = 1

Si x ∈ A, les τ(xn) sont les moments de x .

Si x1, . . . , xn ∈ A, les τ(xi1 . . . xik ) sont les moments mixtes des xi .
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LIBERTÉ

Definition (Voiculescu, 1983)

{Ai ; i ∈ I}=famille de sous-algèbres (unifères) de A.

Les Ai sont libres dans (A, τ) ssi pour tous a1, . . . , an ∈ A tels que

i) τ(aj) = 0 pour tout j,

ii) aj ∈ Aij , i1 6= i2, i2 6= i3, . . . , in−1 6= in,

on a
τ(a1 . . . an) = 0
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La liberté incorpore à la fois la notion d’indépendance probabiliste
et celle d’indépendance algébrique (au sens d’absence de relations).

Liberté=indépendance probabiliste + indépendance algébrique
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Exemple: a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, libres dans (A, τ)

a1 = ā1 + τ(a1)1; a2 = ā2 + τ(a2)1; τ(ā1) = τ(ā2) = 0

τ(a1a2) = τ([ā1 + τ(a1)][ā2 + τ(a2)])

d’après l’hypothèse de liberté

τ(ā1ā2) = 0

finalement
τ(a1a2) = τ(a1)τ(a2)
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De même:

τ(a1a2a1a2) = τ(a2
1)τ(a2)

2 + τ(a1)
2τ(a2

2) − τ(a1)
2τ(a2)

2

En général
τ(a1 . . . an)

avec aj ∈ Aij peut se calculer au moyen d’un polynôme en les
quantités

τ(ai1 . . . ajr )

avec tous les aj1 . . . ajr dans la même algèbre.
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Corollaire

Si les Ai sont libres et si on connait τ|Ai
pour tout i alors on

connait τ|〈Ai ;i〉.
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Liberté et matrices aléatoires

Heuristique: des matrices génériques admettent des relations
algébriques en dimension finie, mais si leur dimension tend vers
l’infini, le degré de ces relations tend vers l’infini. Si on suppose de
plus que ces matrices sont des variables indépendantes on s’attend
à avoir des variables libres:

Liberté=indépendance probabiliste + indépendance algébrique
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Un modèle de matrices aléatoires

Xi = UiDiU
∗
i

Di sont réelles diagonales (fixées), et les Ui unitaires de Haar
indépendantes.

Soient a1, . . . , an ∈ (A, τ) libres, telles que

τ(ar
i ) = tr(X r

i ) = tr(D r
i ) r = 1, 2, . . .

alors, pour N grand, on a

tr(Xi1 . . . Xik ) ∼ τ(ai1 . . . aik )

avec probabilité proche de 1.
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On a vu que τ(ai1 . . . aik ) peut s’écrire comme un polynôme en les
moments τ(ak

i ) = tr(X k
i ).

On en déduit que, lorsque N → ∞

tr(Xi1 . . . Xik ) ∼ Pol(tr(X k
i ))

par exemple:

tr(X1X2) ∼ tr(X1)tr(X2)

tr(X1X2X1X2) ∼ tr(X 2
1 )tr(X2)

2 + tr(X1)
2tr(X 2

2 ) − tr(X1)
2tr(X2)

2
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Combinatoire de la liberté

Il existe une méthode combinatoire, dûe à R. Speicher, pour
calculer avec les variables libres, qui utilise les partitions
non-croisées.
Une partition (d’ensemble) de {1, . . . , n} est non-croisée si elle n’a
pas de croisement. un croisement est un (i , j , k, l) avec

i < j < k < l

et
i ∼ k, k ∼ l

et i , j pas dans la même part
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Exemple

{1, 4, 5} ∪ {2} ∪ {3} ∪ {6, 8} ∪ {7}

n’a pas de croisement

1

2

3

4

5

6

7

8
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Cumulants non-croisés

Sur (A, τ) on définit des fonctionnelles multilinéaires Rn par:

τ(a1 . . . an) =
∑

π∈NC(n)

Rπ(a1, . . . , an)

Rπ(a1, . . . , an) =
∏

part deπ

R|p|(ai1 , . . . , ai|p|)

où p = {i1, . . . , i|p|} est une part de π.
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Exemples:

τ(a1) = R1(a1) {1}

τ(a1a2) = R2(a1, a2) {1, 2}
+R1(a1)R1(a2) {1} ∪ {2}

d’où

R1(a) = τ(a)
R2(a1, a2) = τ(a1a2) − τ(a1)τ(a2)
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τ(a1a2a3) = R3(a1, a2, a3) {1, 2, 3}
+R1(a1)R2(a2, a3) {1} ∪ {2, 3}
+R2(a1, a3)R1(a2) {1, 3} ∪ {2}
+R2(a1, a2)R1(a3) {1, 2} ∪ {3}

+R1(a1)R1(a2)R1(a3) {1} ∪ {2} ∪ {2}

R3(a1, a2, a3) = τ(a1a2a3) − τ(a1a2)τ(a3) − τ(a1a3)τ(a2)
−τ(a1)τ(a2a3) + 2τ(a1)τ(a2)τ(a3)
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Plus généralement, on a une formule d’inversion:

Rn(a1, . . . , an) =
∑

π∈NC(n)

µ(π)τπ(a1, . . . , an)

où µ est une fonction de Möbius sur NC (n).
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Liberté et cumulants libres

Théorème (Speicher). Les (Ai ; i ∈ I ) sont libres dans (A, τ),
si et seulement si, pour tous a1 ∈ Ai1, . . . , an ∈ Ain , on a

Rn(a1, . . . , an) = 0

s’il existe j , k tels que ij 6= ik .

Remarque: On peut définir des cumulants pour des variables qui
commutent, en utilisant le treillis de toutes les partitions. Le
résultat ci-dessus est valable en remplaçant la liberté par
l’indépendance (Rota).
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Conséquence de la caractérisation de Speicher de la liberté:
si ak ∈ Aik (algèbres libres);
Π=partition de {1, . . . , n} induite par k ∼ l si ik = il .
dans l’expression:

τ(a1 . . . an) =
∑

π∈NC(n)

Rπ(a1, . . . , an)

beaucoup de termes sont nuls:
On en déduit:

τ(a1 . . . an) =
∑

π∈NC(n):π≤Π

Rπ(a1, . . . , an)
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Exemple:

τ(a1a2a1a2); a1 ∈ A1; a2 ∈ A2

n = 4 Π = {1, 3} ∪ {2, 4}

τ(a1a2a1a2) = R2(a1, a1)R1(a2)
2 {1, 3} ∪ {2} ∪ {4}

+R1(a1)
2R2(a2, a2) {1} ∪ {3} ∪ {2, 4}

+R1(a1)
2R1(a2)

2 {1} ∪ {2} ∪ {3} ∪ {4}
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Rappels de l’épisode précédent

Definition (Voiculescu, 1983)

{Ai ; i ∈ I}=famille de sous-algèbres (unifères) de A.

Les Ai sont libres dans (A, τ) ssi pour tous a1, . . . , an ∈ A tels que

i) τ(aj) = 0 pour tout j,

ii) aj ∈ Aij , i1 6= i2, i2 6= i3, . . . , in−1 6= in,

on a
τ(a1 . . . an) = 0
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Cumulants libres

τ(a1 . . . an) =
∑

π∈NC(n)

Rπ(a1, . . . , an)

Théorème (Speicher). Les (Ai ; i ∈ I ) sont libres dans (A, τ),
si et seulement si, pour tous a1 ∈ Ai1, . . . , an ∈ Ain , on a

Rn(a1, . . . , an) = 0

s’il existe j , k tels que ij 6= ik .
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Matrices aléatoires et liberté

Xi = UiDiU
∗
i

Di sont réelles diagonales (fixées), et les Ui unitaires de Haar
indépendantes.

Soient a1, . . . , an ∈ (A, τ) libres, telles que

τ(ar
i ) = tr(X r

i ) = tr(D r
i ) r = 1, 2, . . .

alors, pour N grand, on a

tr(Xi1 . . . Xik ) ∼ τ(ai1 . . . aik )

avec probabilité proche de 1.
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Convolution libre

A =algèbre; τ=état sur A.

Si x1, x2 sont libres dans A.

τ(xn
1 ) =

∫

R

xnµ1(dx); τ(xn
2 ) =

∫

R

xnµ2(dx)

Il existe une mesure de probabilités µ1 ⊞ µ2 telle que

τ((x1 + x2)
n) =

∫

R

xnµ1 ⊞ µ2(dx)

⊞ est la convolution libre
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Modèle matriciel

X1 = U1D1U
∗
1 X2 = U2D2U

∗
2

de valeurs propres {λ(1)
k }, {λ(2)

k }.

1

N

∑

k

δ
λ

(i)
k

→ µi

X1 + X2 a un spectre γk

1

N

∑

k

δγk
→ µ1 ⊞ µ2

On peut prédire le spectre de X1 + X2

connaissant seulement le spectre de X1 et le spectre de X2.
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Exemple:

Π1 et Π2, matrices de taille N × N
=Projections orthogonales sur des sous-espace de dimension N/2.

Πi = Ui

(

IN/2 0

0 0

)

U∗
i

µ1 = µ2 =
1

2
δ0 +

1

2
δ1

µ1 ⊞ µ2 =
dx

π
√

x(2 − x)
; x ∈ [−2, 2]
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Histogramme du spectre de Π1 + Π2 (N = 800)
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Calcul de la convolution libre

Gµ(z) =

∫

1

z − x
µ(dx) =

1

z
+

∞
∑

n=1

z−n−1

∫

xnµ(dx)

Kµ(Gµ(z)) = Gµ(Kµ(z)) = z ; Kµ(z) =
1

z
+

∞
∑

n=0

Rn(µ)zn

Vµ(z) = Kµ(z) − 1

z

Théorème (Voiculescu, 1986)

Rn(µ1 ⊞ µ2) = Rn(µ1) + Rn(µ2)

Vµ1⊞µ2
(z) = Vµ1(z) + Vµ2(z)
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preuve du Théorème

Lemme 1 Si τ(ak) =
∫

xkdµ(x); k = 1, 2, . . . on a (cf exercices)

Rn(µ) = Rn(a, . . . , a)

Lemme 2 Si a et b sont libres alors

Rn(a + b, . . . , a + b) = Rn(a, . . . , a) + Rn(b, . . . , b)

Les Rn(µ) sont appelés les cumulants libres de µ. Comparez avec

log

∫

e itxµ(dx) =
∑

n

(it)nCn(µ)/n!

où Cn sont les cumulants de µ.

Cn(µ1 ∗ µ2) = Cn(µ1) + Cn(µ2).
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Cas des mesures sans moments

Gµ(z) =

∫

1

z − x
µ(dx)

est inversible dans un voisinage de ∞ dans le demi-plan complexe
supérieur

Kµ(Gµ(z)) = Gµ(Kµ(z)) = z

Vµ(z) = Kµ(z) − 1

z

Vµ1⊞µ2
(z) = Vµ1(z) + Vµ2(z)
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Théorème de la limite centrale libre

X1, . . . ,Xn ∈ (A, τ) variables libres identiquement distribuées.

τ(Xi) = 0 τ(X 2
i ) = σ2

Théorème (Voiculescu, 1983)

X1 + . . . + Xn√
n

→(en loi)
n→∞

1

πσ

√

4σ2 − x2dx x ∈ [−2σ, 2σ]
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Preuve du TCL libre

µ=loi de X (centrée).

Kµ(z) =
1

z
+ z

∫

x2dµ + R3(µ)z2 + . . .

νn=loi de X1+...,Xn√
n

on a

Rk(νn) = n−k/2(nRk(µ))

d’où

Kνn(z) =
1

z
+ z

∫

x2dµ + O(1/
√

n)
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La loi du demi-cercle de variance σ2

wσ2(dx) =
1

2πσ2

√

4σ2 − x2dx ; x ∈ [−2σ, 2σ]

est caractérisée par

Kw
σ2 (z) =

1

z
+ zσ2

Vw
σ2 (z) = zσ2

Remarque On a
ws ⊞ wt = ws+t
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ws ⊞ wt = ws+t

La loi du demi-cercle, est “librement” indéfiniment divisible
On peut complètement caractériser les lois indéfiniment divisibles
au sens de la convolution libre.
Par exemple les lois de Cauchy forment un semi-groupe de
convolution

Ct ⊞ Cs = Ct+s Ct(dx) =
tdx

π(x2 + t2)

Il y a une bijection (Bercovici-Pata) entre lois indéfiniment
divisibles libres et classiques.
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Convolution multiplicative

Au lieu d’additionner les variables on peut les multiplier.

Si a et b sont libres, il existe une formule pour calculer les
moments de ab en fonction de ceux de a et de b.
Attention: on ne peut pas prendre le log pour se ramener au cas de
l’addition:

log(ab) 6= log(a) + log(b)

car a et b ne commutent pas.
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Le théorème de Wigner

M =matrice aléatoire hermitienne gaussienne (GUE) de covariance:

E [|Tr(MA)|2] = Tr(A2)

la loi empirique des valeurs propres de M converge vers la loi
semi-circulaire (N → ∞).

1

N

∑

i

δλi
→ w

On a

M =
M1 + M2 + . . . + Mn√

n

avec des matrices M1, . . . ,Mn aléatoires iid.
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M1+M2+...+Mn√
n

→N→∞
X1+X2+...+Xn√

n

↓n→∞ ↓n→∞

M →N→∞ w
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Vecteur propres de la somme de deux matrices

x1, x2 deux variables libres,

τ(xn
i ) =

∫

xnµi (dx); Gµi
(z) =

∫

1

z − x
µi(dx)

Il existe un noyau de probabilités p(x , dy) tel que

τ(Q(x1 + x2)P(x1)) =

∫
(

∫

Q(y)p(x , dy)

)

P(x))µ1(dx)

formellement:

τ(Q(x1 + x2)|x1) =

∫

Q(y)p(x1, dy)
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Le noyau p est caractérisé par une fonction analytique

F : C+ → C+

∫

1

z − y
p(x , dy) =

1

F (z) − x
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Gµ1(F (z)) = Gµ1⊞µ2
(z)

Gµ1⊞µ2
(z) = τ(

1

z − (x1 + x2)
)

= τ(τ(
1

z − (x1 + x2)
|x1))

= τ(
1

F (z) − x1
)

= Gµ1(F (z))

F = Kµ1 ◦ Gµ1⊞µ2
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Interprètation matricielle

X1 et X2, matrices hermitiennes,

λi=spectre de X1, ωi=vecteurs propres de X1;
µi=spectre de X1 + X2, ηi=vecteurs propres de X1 + X2;

tr(Q(X1 + X2)P(X1)) =
1

N

∑

i ,j

Q(λi )P(µj)|〈ωi , ηj 〉|2

Lorsque N → ∞ le noyau p(λi , µj ) = |〈ωi , ηj 〉|2 converge vers
p(x , dy)
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Exemple

µ1 = µ2 =
1

2
δ0 +

1

2
δ1

Le noyau vaut:

p(0, dx) =
1

π

√

2 − x

x
dx ; p(1, dx) =

1

π

√

x

2 − x
dx

On a bien

1

2
p(0, dx) +

1

2
p(1, dx) =

1

π
√

x(2 − x)
dx
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Probabilités libres et groupe symétrique

Partition:
λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ 0

n =
∑

λi

Les représentations irréductibles de Sn sont paramétrées par les
partitions de n.

x1 y1 x2 y2 x3 y3 x4
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Mesure de transition

Il existe une unique probabilité mλ telle que

Gmλ
(z) =

∏n−1
i=1 (z − yk)

∏n
i=1(z − xk)

mλ =

n
∑

k=1

µkδxk
µk =

∏n−1
i=1 (xk − yi )

∏

i 6=k(xk − xi)

Kλ = G
〈−1〉
λ

Kλ(z) =
1

z
+

∞
∑

n=1

Rn(λ)zn−1

Les Rn sont les cumulants libres de la partition.
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Asymptotique des caractères

λ partition de q (grand)

On suppose que le nombre de lignes et de colonnes de λ est
= O(

√
q).

χλ = caractère de la représentation associée à λ.
σk = cycle d’ordre k, pour q grand:

χλ(σk) ∼ Rk+1(λ)
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Plus généralement, il existe une formule exacte:

χλ(σk) = Rk+1(λ) + Pol(Rj (λ))

Les polynômes ont des coefficients indépendants de q: formule
universelle pour les caractères.

Les coefficients sont des entiers positifs, (conjecture de Kerov,
prouvée par V. Féray 2009).
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