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1 Introduction

A Téchelle microscopique, la matiére est essentiellement aléatoire. Or le monde tel que nous le
percevons est déterministe, prédictible. Le mouvement désordonné des molécules de gaz ne nous em-
péche pas de mesurer des températures ou des pressions. Malgré ’agitation moléculaire, nous sommes
capables de prévoir la quantité de combustible nécessaire pour chauffer une piéce connaissant son
volume, ou la puissance transmise par un piston & de 'air comprimé. Quel miracle fait que, en passant
de I’échelle microscopique & 1’échelle macroscopique, ce qui était aléatoire devient déterministe ? Nous
avons tous une réponse en téte : la “loi des grands nombres”.

La loi des grands nombres des probabilistes dit qu’une moyenne de variables indépendantes est
“essentiellement constante”. On peut définir rigoureusement cette notion, en décidant qu’une suite de
variables aléatoires (X,,) est essentiellement constante si elle est équivalente & la suite des espérances
(IE[X},]), & savoir si Prob[ X,, < cIE[X,]] converge vers 0 pour ¢ < 1, vers 1 pour ¢ > 1. L’inégalité
de Bienaymé-Chebyshev fournit une condition pour qu'’il en soit ainsi : il suffit que I’écart-type de X,,
soit, petit devant son espérance.

. Var[X,] . X, _

Pour une somme de n variables indépendantes, I’espérance est proportionnelle & n, ’écart-type a v/,
et ce critére s’applique. Mais ceci n’est qu’un cas particulier d’'une démarche trés générale, qui est
commune non seulement & tous les probabilistes, mais aussi & bon nombre de physiciens, chimistes,
biologistes, et bien str informaticiens. Devant un phénomeéne aléatoire (variable ou processus), on
commence par se placer a son échelle de localisation (son espérance). Il y a “loi des grands nombres” si
a Péchelle de localisation (macroscopique) le phénoméne est essentiellement déterministe. On se place
ensuite autour de l'espérance, & 1’échelle des fluctuations, donnée par 1’écart-type. A cette échelle
(microscopique), le phénomeéne est bien aléatoire, et on cherche & démontrer une convergence en loi.
Dans le cas des sommes de n variables indépendantes, la localisation est en O(n), les fluctuations
en O(y/n) et la limite en loi est gaussienne : c’est le théoréme central limite ([37] p. 258). Mais
bien d’autres comportements sont possibles. Par exemple pour la connexité des graphes aléatoires la
localisation est en O(log(n)/n), les fluctuations en O(1/n) et la loi limite est la loi de Gumbel ([101]
p. 303 et théoréme 2.17 ci-apreés). Il peut se faire qu’il n’y ait pas convergence en loi & 1’échelle des
fluctuations, comme pour les runs de 1 consécutifs ([69] et théoréme 2.15). L’informatique fournit un
catalogue particuliérement riche et varié de ces comportements asymptotiques (voir le livre de Flajolet
et Sedgewick [97]). Notre propos ici n’est pas de les recenser. L’idée des lois du zéro-un est de prédire
pour une classe de phénoménes la plus riche possible dans un modéle donné, que leurs fluctuations
seront effectivement négligeables.

L’intuition que chacun a de la “loi des grands nombres” dépasse les sommes de variables indépen-
dantes. Ce serait plutdt 'énoncé vague suivant.

Dans un gros espace,
tout événement raisonnable
a une probabilité proche de zéro ou un.

On appelle loi du zéro-un un théoréme qui, dans un certain contexte, rend rigoureuse l'intuition
ci-dessus. Pour ce faire, il convient de donner un sens précis aux trois membres de phrase, qui donnent
le plan de ce cours :

“Dans un gros espace” :

Nous présenterons dans la premiére partie les modéles probabilistes sur lesquels on peut démontrer une
loi du zéro-un. Ce sont en majorité des espaces produits. Nous insisterons surtout sur {0, 1}", muni d’un
produit de lois de Bernoulli (2.1). Ses variantes sont multiples. En premier lieu viennent les graphes
aléatoires (2.2), étudiés depuis longtemps. Nous présenterons également le modéle le plus simple
d’image aléatoire (2.3). Le probléme de la k-satisfiabilité (2.4) reléve aussi de {0,1}", et il a suscité
une intense activité ces derniéres années. Nous discuterons en 2.5 de la possibilité d’étendre les lois du
zéro-un & d’autres modeles que le modeéle produit (structures combinatoires, faible dépendance. . .).



“tout événement raisonnable” :

Dans n’importe quel modéle, il est facile d’exhiber des foules d’événements dont la probabilité reste
loin de 0 et 1. Le probléme pour un modéle donné est de définir une classe d’événements, la plus large
possible, pour laquelle on sache démontrer que leur probabilité est proche de 0 ou 1. Les réponses
classiques (Borel-Cantelli, Kolmogorov, Hewitt-Savage) traitent d’événements dépendant d’une infinité
de variables aléatoires, et ont donc une portée pratique assez faible (3.1). Le théoréme de Glebskii-
Fagin est beaucoup plus intéressant, puisqu’il traite tous les événements exprimables dans la logique
du premier ordre (3.2). L’approche plus récente de Friedgut et Kalai, avec la notion de seuil, donne un
résultat plus précis qu’une simple convergence, pour des événements croissants, dépendant de facon
symétrique des coordonnées (3.3). Mais ces deux résultats, pour spectaculaires qu’ils soient, traitent
de valeurs fixes du paramétre p de la loi de Bernoulli. Or il est bien connu, pour les graphes aléatoires
ou la k-satisfiabilité par exemple, que les phénoménes intéressants se produisent pour des valeurs de p
tendant vers 0 avec n. Ceci a conduit & introduire les notions de seuil grossier ou fin : coarse ou sharp
(3.4).

“a une probabilité proche de 0 ou 17 :

Encore faut-il étre capable de quantifier des probabilités faibles, ou d’en donner des majorants suffi-
samment précis. En théorie des probabilités, il existe des livres entiers d’inégalités [108]. Nous com-
mencerons par en rappeler un petit nombre, parmi les plus utilisées (4.1). Le but de ces inégalités
est de quantifier la concentration de la mesure dans un espace produit. Récemment, Talagrand a dé-
veloppé divers aspects de la concentration (4.2). Ses démonstrations étant trés délicates, beaucoup
d’efforts ont été faits pour proposer une autre approche, a partir des inégalités de Sobolev logarith-
miques (4.3). Enfin, dans la derniére partie (4.4), nous reviendrons sur la relation entre les inégalités
de concentration au sens propre, et les inégalités sur les largeurs de seuil du type Friedgut et Kalai.

2 Dans un gros espace ...

2.1 Un peu de mousse

Le but de cette section n’est pas de démontrer de “vraies” lois du zéro-un, ni méme d’énoncer des
résultats originaux. Nous allons tourner un peu autour de la version la plus simple de la loi des grands
nombres, pour en faire ressortir quelques aspects qui seront généralisés ou étendus par la suite.

Dans tout ce qui suit, n est un entier, et E,, désigne I’ensemble fini {0,1}". Les éléments de FE,
seront appelés “configurations”. Selon les interprétations, nous les verrons comme :

— des vecteurs x = (2(4));=1,... ,n, dont les coordonnées valent 0 ou 1,

— des applications de {1,...,n} dans {0, 1},

— des sous-ensembles de {1,... ,n},

— des vecteurs de booléens,

— des tables de vérité d’un ensemble de n variables logiques.

L’interprétation logique nous conduira & nommer “propriétés” les sous-ensembles de E,. On munit E,,
de la loi de probabilité pour laquelle les coordonnées d’une configuration sont indépendantes, chacune
valant 1 avec probabilité p.

Définition 2.1 La loi produit de n lois de Bernoulli de paramétre p, notée i, , est définie par :

n

Vo = (2(i)) € Bu, pnp(z) = [[p"0 (1 =p)' 700 = p= @ (1 — =220 (2.1)

i=1

Dans le cas particulier p = 1/2, la probabilité de toute configuration est 1/2" : la loi py, 1 /2 est donc
I’équiprobabilité sur F,.

Soit X, une variable aléatoire & valeurs dans E,, de loi u, p, et Sy, la variable aléatoire réelle égale
a la somme des coordonnées de X,,. La loi de S,, est la loi binomiale B(n,p). Le résultat suivant,
considéré de tout temps comme évident par les joueurs, est un des plus anciens succés de la théorie
des probabilités. Il est da & Jacques Bernoulli (1654-1705).



Théoréme 2.2 Lorsque n tend vers l'infini, Sy /n converge en probabilité vers p.

Il s’agit bien d’une loi du zéro-un, mais sa portée est restreinte aux propriétés du type “Sp/n € I”, ou
I est un intervalle ouvert de IR.

Corollaire 2.3 Soit I un intervalle ouvert de IR, et Ay la propriété :

AI:{a::(x(i))eEn;%Zx(i)é]}. (2.2)

Alors pin p(Ar) converge vers 1 si I contient p, vers 0 sinon.

Quand une loi du zéro-un est vraie pour une famille de propriétés, elle reste vraie pour sa fermeture
booléenne.

Définition 2.4 Soit A une famille de propriétés. La fermeture booléenne de A est la famille A de
propriétés définie par :

e ACA, _ _

e Pour tout Ac A, -Ae A,

e Pour tout A, Be€ A, ANB € A.

La fermeture booléenne de A contient toutes les combinaisons logiques d’un nombre fini de propriétés
de A par “non” (=), “et” (A), “ou” (V).

Lemme 2.5 Soit A une famille de propriétés et A sa fermeture booléenne. Si la probabilité de toute
propriété dans A tend vers 0 ou 1, il en est de méme pour A.

Démonstration : Cela se vérifie immédiatement en utilisant les propriétés élémentaires suivantes des
probabilités :
e Prob[-A] =1 — Prob[A],
e Prob[A] + Prob|B] — 1 < Prob[A A B] < min{Prob[A], Prob[B]}.
O

Le lemme 2.5 permet de faire mousser immédiatement un résultat tel que le corollaire 2.3. Nous ne
nous attarderons pas & caractériser la fermeture booléenne de ’ensemble des propositions Ay, car son
pouvoir d’expression est plutot faible : nous obtiendrons en 3.2 des lois du zéro-un beaucoup plus
générales en logique du premier ordre.

Nous considérons maintenant la fonction de survie de S,,, & savoir les probabilités d’événements
du type S,, > k. Notons Ay, la proposition correspondante :

Ay ={z=(2(i) €En; Y _a(i) > k}. (2.3)

Vue comme fonction de p, la probabilité py, ,(Ax) est croissante, proche de 0 tant que p est inférieur
a k/n, proche de 1 aprés : la figure 1 illustre le cas n = 100,k = 50. Le fait que pnp(Ag) soit
une fonction croissante de p mérite justification. Le lemme 2.7 ci-dessous le montre pour toutes les
propriétés croissantes.

Définition 2.6 Soit A C E,, une propriété. On dit que A est croissante si sa fonction indicatrice est
une fonction croissante pour ordre de E, défini coordonnée par coordonnée.

(Vi,z(i) <y(i) etz € A) = (y € A) .

En d’autres termes, si une propriété croissante est vraie pour une configuration, elle reste vraie quand
on remplace des 0 par des 1. Pour tout k, la propriété Ay définie par (2.3) est croissante, et nous
rencontrerons bien d’autres exemples dans les paragraphes suivants.

Lemme 2.7 Soit A une propriété croissante, alors pin p(A) est une fonction croissante de p.

Nous donnons la démonstration par couplage pour deux raisons. D’une part elle fournit une interpré-
tation dynamique (sous forme de processus) de pp p, interprétation utile pour les graphes aléatoires
aussi bien que pour les images, et trés proche de la simulation. D’autre part, elle rameéne les propriétés



Pour 100 tirages de pile ou face
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Fia. 1 — Probabilité d’obtenir plus de la moitié de piles sur 100 tirages a pile ou face, en fonction de
la probabilité de pile.

de pn,p & celles de la mesure de Lebesgue sur Phypercube [0,1]", indiquant ainsi que les phénomeénes
que nous étudions ne sont pas limités & F,.

Démonstration : Soit U = (U(i))i=1,... » un échantillon de la loi uniforme sur [0, 1]. Les coordonnées
U (i) sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (n appels de Random
successifs). La loi du vecteur U est la loi uniforme sur [0,1]™. Pour tout ¢ = 1,...,n et pour tout
p € [0,1], posons X, = (X,(7)), ou X, (i) = ][[O’p](U(i)) (1si U(%) < p, 0 sinon). Les trajectoires du
processus {X,, 0 <p < 1} sont croissantes au sens de 'ordre coordonnées par coordonnées : si A est
une propriété croissante, vraie pour X, avec un certain p, alors elle est aussi vraie pour X/, pour tout
p' > p. Mais bien sir, pour tout p € [0, 1], la loi de X, est py . D’ot le résultat. O

La probabilité pn ,(Ax) est donc bien une fonction croissante de p, et si k est strictement compris
entre 0 et n, elle vaut 0 pour p = 0 et 1 pour p = 1. L’intervalle de valeurs de p sur lequel s’effectue
la transition de 0 & 1 s’appelle le seuil. Prenons d’abord & = 0 (ce qui en sera dit vaut pour toute
valeur fixée de k). La probabilité de Ag vaut 1 — (1 — p)™, qui tend vers 1 si p est constante. Pour
p = p(n) tendant vers 0, (1 — 1, (n)(Ao)) est équivalent & e™". Donc gy, p(n) (Ao) tendra vers 0 pour
p(n) petit devant 1/n, vers 1 pour p(n) grand devant 1/n. On dit que 1/n est une fonction seuil pour
la propriété Agp.

Définition 2.8 Soit A une propriété croissante. On dit que s(n) est une fonction seuil pour la pro-
priété A si :

. pn) . _
W ()~ 0 e (A =0
et : (n)
. pn .
W ) =TT i M () =1

Notons qu’une fonction seuil n’est qu’un ordre de grandeur : si s(n) est une fonction seuil, alors
k(n)s(n) est encore fonction seuil de la méme propriété, pourvu que k(n) reste entre deux constantes
strictement positives. La fonction seuil donne I’échelle de localisation du seuil. L’échelle des fluctuations
est la largeur du sewil.

Définition 2.9 Soit A une propriété croissante. Pour tout a € [0, 1], notons p, la valeur de p telle
que L p. (A) = a. On dit que la propriété A a un seuil de largeur £(n) si pour tout € €]0,1/2[, on a :

pi—c —p- = O({(n)) .



La figure 1 illustre le seuil de Ay pour n = 100, k = 50 et ¢ = 0.1. Comme la fonction seuil, £(n)
n’est qu’un ordre de grandeur. Nous commettrons désormais ’abus de langage consistant & parler de
la fonction seuil ou de la largeur du seuil.

Nous avons vu que pour p = p(n) tendant vers 0, fi, p(n)(Ao) est équivalent & e~"P. Avec la notation
de la définition ci-dessus, p, est équivalent & log(1/«)/n. La largeur du seuil est donc 1/n.

Nous cherchons maintenant & borner la largeur du seuil pour la propriété Ay, indépendamment
de k. La loi de S,, a pour espérance np et pour écart-type y/np(1l—p). Pour préciser le comportement
de S, a l’échelle des fluctuations, nous utiliserons le résultat suivant qui se déduit des inégalités de
Chernov ou de Hoeffding (cf. 4.1).

Théoréme 2.10 Pour tout n,p et pour tout ¢ >0 on a :

pinp(Sn — np > cy/n) < exp(—2¢?) , (2.4)
pinp(Sn —np < —cy/n) < exp(—2¢?) , (2.5)

et donc :
tinp(|Sn = np| > cv/n) < 2exp(—2¢%) . (2.6)

Le principal avantage de ces inégalités est que le majorant ne dépend ni de n ni de p. En revanche, il ne
faut pas en attendre une évaluation précise. Par exemple, pour n = 10000 et p = 0.5, S,, est compris
entre 4900 et 5100 avec une probabilité de 0.9545. L’inégalité (2.6) dit que cette probabilité est supé-
rieure & 0.7293. Pour p constant, (2.6) donne le bon ordre de grandeur, O(y/n), pour les fluctuations
de S,,. Mais nous avons vu que pour p = p(n) = O(1/n), ordre de grandeur des fluctuations de S,
est O(1/n). L’obtention d’inégalités précises, plus générales que (2.6) est un domaine trés important
de la théorie des probabilités (voir par exemple [91, 92]). Nous y reviendrons dans la partie 4.

Le théoréme 2.10 va nous permettre d’obtenir trés simplement un contréle indépendant de k, pour
les largeurs de seuil de toutes les propriétés Ay. Dans la proposition 2.11, n et k sont quelconques, et
Pa désigne la valeur de p pour laquelle py, ,(Ag) vaut o (cf. définition 2.9).

Proposition 2.11 Pour tout € €]0,1/2[, on a :

v/2log(1/e)

Pi1—e — Pe S \/ﬁ .

Démonstration : Fixons ¢ entre 0 et 1/2, et posons ¢ = 4/ M, de sorte que exp(—2c¢?) = ¢. Si p.
est tel que pun, p. (Ar) = €, alors k ne peut pas étre trop loin de np.. L’inégalité (2.4) permet d’affirmer

que k est inférieur & np. +/nlog(1/e)/2. Posons alors ¢ = p. + 24/log(1/e)/(2n). Par I'inégalité (2.5)
appliquée & ng, on obtient pp 4(Ar) > 1 —¢, et donc ¢ > p;_., d’ou le résultat. (|

Pour faire mousser la proposition 2.11, nous avons besoin d’une définition qui ne prendra vérita-
blement sa force qu’en 3.3.

Définition 2.12 Soit A C E, une propriété. On dit que A est symétrique si A est invariante par
Daction d’un groupe G de permutations des coordonnées agissant transitivement sur {1,... n}.
Vi,j=1,...,n, Joe€eG,o(i)=7j,
et :
VoeG, (x2(i) € A= (z(c(i))) € A.

On dit que A est totalement symétrique si elle est invariante par toute permutation des coordonnées

(G =Sn).



Corollaire 2.13 Soit A une propriété croissante et totalement symétrique. Pour tout o € [0,1],
notons p, la valeur de p telle que piy, p, (A) = .. Pour tout € €]0,1/2[, on a :

D e < v/2log(1/e)
1—e e X \/ﬁ -

Contrairement aux apparences, ce résultat ne contient rien de plus que la proposition 2.11. En effet
si A est une propriété croissante et totalement symétrique, alors il existe un entier k tel que A = Ay,.
Son seul intérét est d’introduire le théoréme 3.16 (loi du zéro-un de Friedgut et Kalai), qui porte sur
les propriétés croissantes et symétriques.

Nous terminons cette section par quelques exemples.

Exemple 1 Stabilité
Considérons d’abord la propriété S definie comme suit.

Définition 2.14 On munit {1,... ,n} de la structure de graphe cyclique non orienté dont I’ensemble
d’arétes est :

O, ={{1,n}, (i+1},i=1,... ,n—l} :
Une configuration, identifiée a un sous-ensemble de {1,... ,n} est dite stable si elle est un sous-

ensemble stable pour le graphe cyclique :
x = (z(i)) € S<= (V{i,j} € Cpn, z(i) =1 = z(j) =0) . (2.7)

En d’autres termes, une configuration est stable si elle ne comporte pas deux 1 voisins. Nous notons S la
propriété de stabilité. On peut calculer la fonction génératrice des ensembles stables pour de nombreux
types de graphes (voir [42]). Dans le cas du graphe cyclique & n sommets, elle est particuliérement
simple. Notons si, le nombre de stables & £ sommets dans le graphe cyclique & n sommets. On a :

- 1—1+4z\" 1+v1+4z\"
== (TR (LR

Il est facile d’en déduire 'expression explicite de fin,p(S).

— n p
A
La propriété S est invariante par les permutations cycliques de {1, ... ,n}. Sa négation est croissante,
et donc py, »(S) est fonction décroissante de p. Pour toute valeur strictement positive de p, pn p(S)
tend vers 0 quand n tend vers U'infini. Pour p = p(n) tendant vers 0, on vérifie facilement que gy (S)
est équivalent & exp(—np?). La fonction seuil de S est 1/y/n. La largeur de seuil est aussi 1/y/n, bien
que S ne soit pas totalement symétrique.

Exemple 2 Longueur de runs

Afin d’étendre ’exemple 1, notons M, la variable aléatoire égale au nombre maximal de 1 consécutifs
dans la configuration aléatoire X,, (toujours au sens de la structure de graphe cyclique C,,). Par
rapport & la propriété de stabilité S de ’exemple précédent, on a, :

X, eSS« M,<1.

La distribution des “runs” de 1 consécutifs dans une configuration aléatoire cyclique a souvent été
étudiée (voir par exemple [49]). On démontre que la variable aléatoire M, est localisée en O(log(n)),
avec des fluctuations d’ordre O(1), sans qu'’il y ait convergence en loi a 1’échelle des fluctuations. Le
résultat suivant, da & Erdos et Révész [34], est démontré dans [76] (voir aussi [52, 69] et [59] pour une
généralisation).



Théoréme 2.15 Posons :

_ | log(n) ot i) = 08 | log(n)
aln) = {1og(1/p>J R VS {1og(1/p)J :

ot |-| désigne la partie entiére. Notons Ry, la propriété :

Ry, = “M,, —a(n) < k”.

Quand n tend vers linfini :
pnp(Rir) = exp(=p*~"™) + o(1) .

Exemple 3 Parité

Nous passons maintenant a des exemples de propriétés dont la probabilité ne converge pas vers 0 ou 1.
La plus souvent citée est “n est pair”, dont la probabilité vaut alternativement 0 ou 1, indépendamment,
de p. Considérons plutot :

A={z=(z2(4d), Zaz(z) est pair } .

On obtient aisément sa probabilité :

1
pinp(4) = 51+ (1= 2p)").
Elle tend vers 1/2 quand n tend vers I'infini, pour tout p €]0, 1], bien que A soit totalement symétrique.
On comprend aisément comment fabriquer sur le méme patron des propriétés totalement symétriques
dont la probabilité converge vers un rationnel h/k : il suffit de demander que la somme des coordonnées
modulo k soit comprise entre 1 et h.

Exemple 4 Tirages binaires biaisés

Si une propriété ne dépend que d’'un nombre fixe de coordonnées parmi les n, elle ne vérifiera pas
non plus de loi du zéro-un. Par exemple A = {& = (x(4)), (1) = 1} a pour probabilité p, quel que
soit n. Nous allons fabriquer une propriété dépendant de toutes les variables, bien que de maniére non
symétrique, dont la probabilité pour py, 1,2 converge vers une valeur p € [0, 1], arbitraire. Considérons
le développement binaire de p, supposé tel qu’il ne se termine pas par une infinité de 1.

ngag).

Soit a = (a(7)) la configuration égale aux n premiers termes du développement de p. Etant donnée
une configuration z € E,, on décide qu’elle appartient & A si en la premiére coordonnée o z et a
different, a vaut 1 et z vaut 0. Par convention, a ¢ A. On vérifie aisément que :

()= 4D

i=1

Ceci montre qu’on peut utiliser une piéce non truquée pour fabriquer des tirages biaisés, pour lesquels
la probabilité de pile est p.

2.2 Graphes aléatoires

La théorie des graphes aléatoires a débuté par l’article magistral de Erdos et Rényi [33], qui
en décrivait déja les principaux résultats. Elle est traitée dans plusieurs manuels, parmi lesquels
[6, 89, 101]. Le modéle que nous considérons ici est celui du graphe non orienté & n sommets pour
lequel les arétes existent indépendamment avec probabilité p.

Définition 2.16 On appelle graphe aléatoire, et on note G ou G(n,p), la variable aléatoire a valeurs

dans Uensemble des graphes non orientés d’ensemble de sommets {1,... ,n}, telle que laréte {i,j}
existe avec probabilité p, ces événements étant indépendants.



Posons a(n) = (3

des arétes A du graphe peut étre identifié & une configuration de {0,1}*(™). On note habituellement
i ~ j la propriété {i,j} € A (relation de voisinage). Le modéle que nous avons défini revient & mettre
la probabilité 1y, sur {0, 1}2( (définition 2.1). Notons que ce modéle est différent de celui initia-
lement proposé par Erdos et Rényi [33], qui considéraient 1’équiprobabilité sur ’ensemble des graphes
ayant un nombre fixe d’arétes. En fait les deux modéles ont les mémes propriétés asymptotiques : nous
y reviendrons en 2.5.

) = n(n—1)/2. Quitte & numéroter toutes les arétes possibles de 1 & a(n), ensemble

Notre propos ici n’est pas de donner un apercu, méme bref, de la théorie des graphes aléatoires.
Nous nous contenterons d’illustrer par trois exemples le phénoméne de concentration de la mesure
Ha(n),p- Nous ne I'avons abordé en 2.1 que par la variable aléatoire S, qui correspond ici au nombre
total d’arétes. Deux graphes “tirés au hasard” (réalisations de G) n’ont pas seulement des nombres
d’arétes proches : ils ont le méme aspect, les mémes propriétés.

Exemple 5 Connezité

Un des résultats les plus frappants de la théorie des graphes aléatoires concerne la connexité. Sa

fonction seuil est log(n)/n, avec une largeur de seuil égale & 1/n. L’énoncé précis est le suivant ([101]

p. 303).

Théoréme 2.17 Soit : log(n)
_ log(n

(n) =—

c 1

Alors :

. .y - — _67C
nh_{r;o Pa(n),p(n)( Connexité ) = e

Exemple 6 Diameétre

Une fois la connexité acquise, se pose la question du diamétre du graphe, & savoir la distance en
nombre d’arétes entre deux sommets quelconques. Considérons la propriété Dy, réalisée si tout couple
de sommets est relié par un chemin contenant k arétes :

Ve,y € {1,...,n}, Fz1,... ,Zk—1, T~ 21,21 ~ 22,00 ,2k—1~ Y.

La propriété D;, admet pour fonction seuil n=5% (log(n)) %. En particulier pour p constant, la propriété
D5 a une probabilité proche de 1 : deux sommets quelconques non voisins dans le graphe G(n,1/2)
ont au moins un voisin en commun.

Le monde est petit! Le folklore scientifique dit que deux personnes quelconques sont toujours
reliées par une chaine de 5 connaissances au plus. On trouve méme sur le réseau des sites dont le but
est de vérifier “expérimentalement” cette loi sur les utilisateurs du web. Des asymptotiques précises
sur la probabilité des propriétés Dy vont nous permettre de quantifier ce phénoméne. On démontre
en effet que pour p = p(n) de lordre de n="% (log(n))%, la probabilité fi4(n),p(D#) est proche de e,

avec :
2

A= % exp(—nt1

p) -

(Voir [101] p. 315 pour I’énoncé précis). Comme application numérique, prenons n = 6 10° (6 milliards
d’individus sur terre), et p = 1/(610~7), de sorte que np = 100 (chaque individu connait en moyenne
100 personnes). Le calcul donne :

fra(nyp(Ds) =~ 10797 et pig(n)p(Dg) =~ 1—10770 .
Il n’y a donc aucune chance que le diamétre soit 5, il est presque siirement égal & 6. Voici les valeurs

de np pour lesquelles fiq () »(Ds) vaut respectivement 0.01, 0.5 et 0.99.

np 191.4 | 193.1 | 196.6
fia(n)p(D5) || 0.01 | 050 | 0.9

Les trois valeurs sont étonnamment proches : la propriété Dy a un seuil trés étroit.




Exemple 7 Nombre clique

Voici une autre illustration spectaculaire de la concentration de la mesure dans les graphes aléatoires.
Le nombre clique d’un graphe G, noté w(G), est le nombre de sommets de la plus grande clique (sous-
graphe complet) de G. Le théoréme de concentration, démontré indépendamment par Bollobas, Erdos
et Matula en 76 (voir [6], p. 251), affirme que pour p fixé, le nombre clique du graphe aléatoire G(n, p)
ne peut prendre que deux valeurs au plus. Nous donnons ’énoncé pour p = 1/2.

Théoréme 2.18 [I existe une fonction k, de IN dans IN, telle que

k(n) ~ 2log(n)/log(2) ,

et :
im pio(ny1/2(w(G) = k(n) ouk(n) +1)=1.

n—oo
En fait, pour la plupart des valeurs de n, le nombre clique est concentré non pas sur deux, mais sur
une valeur seulement !

2.3 Images aléatoires

Fia. 2 — Image aléatoire de 100 x 100 pixels indépendants, noirs ou blancs avec probabilité 0.5.

Nous utiliserons ici les images aléatoires comme un autre moyen de visualiser la concentration de
la mesure dans un espace produit. Nous ne considérons que des images carrées n X n, binaires, pour
lesquelles les pixels sont noirs avec probabilité p ou blancs avec probabilité 1—p, indépendamment les
uns des autres.
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Définition 2.19 On appelle image aléatoire, et on note Z, ou Z(n,p), la matrice aléatoire de taille
n X n, dont les coefficients, indépendants, valent 1 avec probabilité p et O avec probabilité 1—p.

C’est une nouvelle variante du modéle de Bernoulli : espace est identifiable a {0, 1}”2 et la loi d’une
image aléatoire est fi,,2 ,, (définition 2.1).

L’idée des images aléatoires est de fournir une base quantitative a 'intuition qui consiste a dire
que Pceil voit dans une image ce qui est inhabituel, qui tranche sur un bruit de fond, bref, qui
est improbable. Les algorithmes de détection cherchent donc les groupes de pixels qui seraient de
probabilité faible dans une image aléatoire (voir [22]).

La figure 2 représente une image aléatoire pour n = 100 et p = 1/2. Comme déja observé en 2.1,
le nombre total de pixels noirs est concentré autour de 5000. Mais cette concentration est aussi vraie
pour des sous-images. Divisons 'image observée en 100 sous-images de taille 10 x 10. La probabilité
que chacune des 100 sous-images ait un nombre de pixels noirs compris entre 30 et 70 est supérieure
4 0.99.

Exemple 8 Percolation

Une autre maniére d’aborder le méme modéle est la percolation de sites (voir [54] p. 24). En percolation
on considére plutodt un réseau infini, Z? dans notre cas, dans lequel les sommets (pixels) sont noirs
avec probabilité p. On s’intéresse aux composantes connexes de pixels noirs. Un résultat fondamental
est 'existence d’une probabilité critique p., dont la valeur dans le cas de Z> n’est toujours pas connue
exactement. Pour p < p., les composantes connexes sont toutes finies et la distribution de leurs tailles
admet des moments de tous ordres. Pour p > p., il existe presque siirement une composante connexe
infinie unique. Ce phénomeéne est a rapprocher de la composante connexe géante des graphes aléatoires
([6] p. 131). Pour établir le lien avec les images aléatoires, introduisons la propriété C : “il existe un
chemin formé uniquement de pixels noirs voisins, joignant le bord gauche au bord droit de I'image.”. On
peut montrer ([110]) que p,,2 ,(C) tend vers 0 si p < p,, vers 1 si p > p.. Une conjecture généralement
admise est que p,,2 ,_ (C) tend vers 1/2.

Exemple 9 Sous-images

Nous nous intéresserons ensuite & 'apparition de sous-images. Soit V' une image fizée de taille m x m,
que nous appellerons “vignette” pour la distinguer de I'image compléte (par exemple la croix de la
figure 3).

Fia. 3 — Vignette de 3 x 3 pixels. L'image aléatoire de la figure 2 en contient plusieurs copies, incluses
et exactes.

Pour n > m, nous nous intéressons aux copies de V' contenues dans "image Z. Afin de simplifier
les notations en évitant les problémes de bord, nous supposerons que le réseau carré portant les pixels
a une condition de bord périodique. De sorte que les indices apparaissant dans la définition suivante
sont ajoutés entre eux modulo n.

Définition 2.20 Soit I = (z(i,7)), 4,5 =1,...,n une image nXn. Pour touti,j =1,... ,n, notons :
L; =(x(h,k),h=4,...,i+m—-1,k=j,...,j+m—-1,
la sous-image extraite de I, de taille m x m, dont le coin supérieur gauche est le pizel de coordonnées

(¢,4)-
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1. On appelle vignette incluse la propriété :

VI =AI; 3(i,j), L; >V}.
2. On appelle vignette exacte la propriété :

VE ={I; 3(,j5), Li;=V}.

Dans la définition de VI, 'ordre est 'ordre induit sur E,2 composante par composante : une image
vérifie VT si elle contient une sous-image qui a au moins les mémes pixels noirs que V. Elle vérifie
VE si elle contient une copie exacte de V. Les deux propriétés sont invariantes par le groupe des
transformations du réseau des pixels (tore). La propriété VI a évidemment beaucoup moins d’intérét
que VE pour les applications en image. Elle présente I’avantage d’étre croissante. Pour une valeur fixée
de p, strictement comprise entre 0 et 1, p,2 ,(VI) et pp2 ,(VE) tendent vers 1. Toute vignette finit par
apparaitre dans une image aléatoire suffisamment grande. C’est la version planaire du paradoxe “du
singe et de la machine & écrire”. Une étude précise des probabilités de VI et VE pour p proche de 0 et
1 a été réalisée par Coupier [17]. Il démontre en particulier le résultat d’approximation poissonnienne
suivant :

Proposition 2.21 Soit b le nombre de pizels noirs de la vignette V. Posons p = p(n) = en 200,

Alors :
. . 8cb
lim fu,2 ,(VI) = nlgrg() pn2 p(VE) =1 —exp - )

n—o0

ot a est le nombre de transformations géométriques (symétries ou rotations) qui laissent V invariante.

Ce type d’approximation est bien connu dans le cadre des graphes aléatoires, ot ’analogue de la
propriété VI est Papparition d’un sous-graphe (voir [101], p. 309). On déduit immédiatement de la
proposition 2.21 que VI admet pour fonction seuil et largeur de seuil la méme fonction n =2/,

2.4 La k-satisfiabilité

Le probléme de la k-satisfiabilité, archétype des problémes NP-complets (pour k£ > 3 : voir [18]),
a suscité une immense littérature, qu’il est hors de propos de résumer ici. Ce qui suit est basé sur les
présentations de Monasson et al. [87] et Friedgut [43] (voir aussi [13, 51, 61, 66, 85, 86]).

On se donne un ensemble de n variables logiques, Xi,..., X,. Une clause de longueur k est une
disjonction de k de ces variables, affirmées ou niées. Par exemple, X;, V =X;, V X;, est une clause de
longueur 3. Il y a (Z) ensembles de k variables possibles, et une fois choisies les k variables, chacune
peut apparaitre affirmée ou niée dans la clause. Il est donc possible de former a(n, k) = 2%(}) clauses
de longueur k sur n variables. Notons C), ; ’ensemble des clauses. Choisissons maintenant un sous-
ensemble {ci,...,cn} de Cp i, que nous appellerons formule. Cette formule est dite satisfiable s’il
existe une affectation booléenne de Xi,...,X, telles que ci,...,¢, soient simultanément vraies.
La satisfiabilité est une propriété, que nous identifions & un sous-ensemble de I’ensemble des formules
(elles-mémes ensembles de clauses!). Une formule peut étre vue comme une configuration dans E,, =
{0, 1}0‘(””“). La non-satisfiabilité est clairement une propriété croissante, au sens de la définition 2.6 :
plus on rajoute de clauses, plus il devient difficile de les satisfaire simultanément.

Le probléme est de définir une loi de probabilité sur E,, ;. Comme pour les graphes aléatoires, avec
le modeéle G(n,p) et celui d’Erdés-Rényi, l'alternative consiste a fixer le nombre total M de clauses
dans la configuration, ou bien & les affecter chacune d’une probabilité p. Le premier modéle est le plus
classique (voir [87]). Une fois fixé le nombre total de clauses M, chaque configuration sera choisie avec

-1
la méme probabilité (a(]’\f[’k)) . Nous préférerons le second modéle, introduit par Friedgut [43], qui
est plus proche de la présentation que nous avons suivie jusqu'ici, tout en étant asymptotiquement
équivalent au modéle classique (voir 2.5).

Définition 2.22 On appelle formule aléatoire, et on note F(n,p), une variable aléatoire d valeurs
dans Ey 1, telle que chaque clause apparait dans la formule avec probabilité p, indépendamment des
autres.

12



Laloi de F(n, p) est donc fiq(n,k),p (définition 2.1). De trés nombreux articles ont été consacrés a I’étude
du comportement asymptotique de fiy(n,k),p(S) en fonction de k, et relativement peu de conjectures
ont pu étre démontrées a ce jour.

Le cas de la 1-satisfiabilité ne pose pas probléme. Si toutes les clauses sont de longueur 1, chacune
est, constituée d’une seule variable, affirmée ou niée. Une formule est satisfiable si et seulement si elle
ne contient pas a la fois une variable et sa négation. On a donc :

:ua(n,l),p(s) = (1 _p2)n -

Cette probabilité tend vers 0, pour toute valeur de p fixée strictement positive. Pour p = p(n) tendant
vers 0, on a :
o2
uoz(n,l)’P(S) ~e P
La propriété S admet donc 1/4/n pour fonction seuil et pour largeur de seuil, comme la stabilité de
I’exemple 1.

z
i
) 08 r ]
@
e
o
u
T 06} 1
@ —— 100 var.
b
] ----  S0var.
@ 04 1
O 1 - 25 var.
g
o 02| ]
o
o
o
“G e
0 1
I 0 2 8 10

nombre de clauses par variable o

Fia. 4 — Résultats expérimentaux montrant le phénoméne de seuil pour la 3-satisfiabilité : figure
extraite de [13].

A partir de k = 2, la k-satisfiabilité est beaucoup plus difficile & étudier. Un raisonnement intuitif
montre que la probabilité de S doit étre forte si le nombre de clauses est faible devant le nombre
de variables. En effet dans ce cas, il y a de fortes chances pour que les clauses fassent intervenir des
variables toutes différentes, ce qui entraine trivialement la satisfiabilité. Inversement, si le rapport
du nombre de clauses au nombre de variables tend vers 'infini, alors le probléme sera largement
surcontraint, et la probabilité de satisfiabilité sera faible. Or pour p = p(n) donné, le nombre de
clauses dans la formule aléatoire F(n,p) a pour espérance a(n, k)p(n), et pour k donné, a(n, k) est
d’ordre O(n*). Tl en découle que la fonction seuil pour la propriété S est n' ~*. Le résultat suivant, da
a Friedgut [43], montre que la largeur du seuil est strictement plus petite que la fonction seuil.
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Théoréme 2.23 Pour tout k > 2, il existe une fonction ci(n), telle que pour tout € >0 :

(1 sintn) = (ot -,

. _ n
B K k) pin) (5) = 0 sip(n)=(ck(n)+e)n'=".

€
n—00 9
Pour k£ = 2, il a été démontré ([50, 109]) qu’on peut prendre c3(n) = 1 dans le théoréme 2.23. Les
spécialistes (voir [27, 28, 87]) s’accordent & penser que cg(n) peut étre considérée comme constante
pour toute valeur de k, ce qui est confirmé par de nombreux résultats de simulation (voir [87, 66] et
[13], d’ou est extraite la figure 4, fournie par R. Monasson).

Signalons pour finir, deux variantes du probléme de la k-satisfiabilité. La premiére, développée par
Monasson et al. dans [87], consiste & mélanger dans une formule une certaine proportion de clauses
de longueur 3 avec des clauses de longueur 2. L’autre, étudiée par Creignou et Daudé [19], consiste &
étudier la satisfiabilité pour des clauses contruites a partir du “ou exclusif” (XOR).

2.5 Sortir de {0,1}"

Dans les lois du zéro-un que ’on trouve dans les livres d’informatique ou de logique (par exemple
[3, 30, 71]), il n’est pas question d’indépendance. Elles n’ont de rapport avec les probabilités que par
la combinatoire, car elles portent sur des structures finies munies de I’équiprobabilité. Dans ce cas, il
s’agit de savoir si le nombre d’objets vérifiant une propriété est équivalent au nombre total (probabilité
proche de 1), ou bien négligeable (probabilité proche de 0).

A propos de la loi yy,,p, (définition 2.1), nous avions déja observé que 'équiprobabilité sur {0,1}"
correspondait au cas particulier p = 1/2. Ceci s’étend & d’autres espaces produits. Par exemple,
le produit de n copies de la loi uniforme sur [0, 1] est la loi uniforme sur ’hypercube [0,1]". Mais
inversement, quels modeéles d’équiprobabilité pourraient remplacer p, , pour p # 1/2? Nous en avons
déja rencontré deux a propos des graphes aléatoires (graphes & nombres de sommets et d’arétes fixés)
ainsi que de la k-statisfiabilité (formules & nombres de variables et de clauses fixés). Dans les deux
cas, nous avions annoncé sans justification que I’équiprobabilité était proche d’une loi produit. Il n’est
pas facile de donner un énoncé rigoureux totalement convaincant. Commencons par définir le modéle
d’équiprobabilité dans le cadre de {0, 1}"™.

Définition 2.24 Soit m un entier fizré (0 < m < n). Notons vy m Uéquiprobabilité sur l'ensemble des
configurations de taille n, dont la somme des coordonnées vaut m. Elle est définie par :

(2)71 si S x(i)=m,

0 sinon.

Un.m(Z) =

Sous la loi pip, p, la somme est concentrée autour de np (théoréme 2.2). Il est donc raisonnable d’appro-
cher jin,p par 1a 10i vy, (ny, avec m(n) ~ np. Le résultat suivant est une simple extension du théoréme
classique de convergence de la loi hypergéométrique vers la loi binomiale. Il justifie I’approximation
ci-dessus, pour une valeur fixe de p.

Proposition 2.25 Soit z € Ej, un mot binaire fixé de longueur k. Notons h =) z(i) son nombre de
1et A, C E, la propriété :

A, ={z e E,, (x(1),...,z(k)) = z}.
Les probabilités de A, sous vy m, €t finp sont :
n—k
(mfh)
()

Sim =m(n) est tel que m(n) ~ np, alors :

Vn,m(Az) =

et Nmp(Az) = Mkm(Az) .

im vy p(n)(A2) = prp(Az)

n—o0
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Mais le cas ou p est fixe n’est pas le cas le plus intéressant. On trouve dans Bollobas [6] (théoréme 3
p. 36) le résultat suivant qui fournit un encadrement pour les probabilités de propriétés croissantes.

Proposition 2.26 Soient p;(n), p2(n) et m(n) trois fonctions telles que :
1. 0 <pi(n) <p2(n) <1,
2. m(n) € IN,
3.

m(n) —npi(n) ~ m nps(n) —m(n) _
n=oo \/npi(n)(1—pi(n)) "= \/nps(n)(1—p2(n))

Soit A une propriété croissante (définition 2.6). Alors :

Bn,pi(n) (A) + 0(1) < Vn,m(n) (A) < Hn,po(n) (A) + 0(1) .

On peut déduire ce résultat du lemme 2.7 et du théoréme 2.10. Notons qu’il ne couvre toujours pas les
cas ol p1(n) et p2(n) sont trés proches de 0. La raison pour laquelle il est plus facile de travailler avec
Un,p QU'avec vp , est indépendance des coordonnées, et les calculs explicites qu’elle permet (formule

(2.1)).

Au dela des graphes, des images et de la k-satisfiabilité, de nombreuses structures combinatoires
peuvent se ramener a des variantes ou des approximations de {0, 1} muni de la loi p, , : chemins de
Dyck, arbres, modéles d’urnes [26, 47, 63], modeéles de bases de données [2, 3] etc... Mais Iintuition
sous-jacente aux lois du zéro-un ne leur est pas limitée : on souhaiterait pouvoir dire que deux objets
combinatoires de grande taille tirés au hasard se ressemblent toujours, qu’il s’agisse d’arbres, de
permutations, de tries ou de foréts (cf. [53, 111]). Nous ne sommes pas en mesure de faire mieux
qu’indiquer une voie de recherche pour le justifier. Ce qui suit est basé sur la combinatoire analytique
de Flajolet [39] que nous remercions pour son aide.

Récemment, Duchon et al. [29] ont introduit la notion de “loi de Boltzmann” pour une structure
combinatoire. Soit C une structure combinatoire ordinaire (on pourrait étendre le raisonnement aux
structures labellisées). Nous noterons | - | sa fonction de taille. Pour tout n entier, ’ensemble C,, des
objets de taille n de la structure est fini, de cardinal C),. Nous noterons C' la fonction génératrice
associée :

Définition 2.27 Soit © un réel positif tel que C(z) < co. On appelle loi de Boltzmann de paramétre
z, la loi de probabilité qui & un objet v € C associe :

2l
pa () = o)

On aurait pu aussi définir cette loi en disant que la taille d’'un objet tiré selon u, est une variable
aléatoire & valeurs entiéres, de fonction génératrice C'(zz)/C(zx), et la loi conditionnelle d’un objet
sachant que sa taille vaut n est I’équiprobabilité sur C,,.

Considérons maintenant une propriété A de la structure, & savoir un sous-ensemble de C. Notons
A, le nombre d’objets de taille n qui possédent la propriété A. Nous souhaiterions pouvoir dire que
le rapport A,,/C, tend vers 0 ou 1. Ceci revient & comparer le comportement de deux fonctions
génératrices au voisinage d’une singularité (voir [38, 40, 41]). Notons A(z) la fonction génératrice des
A, e

A(z) = i Ay 2™
n=0

La probabilité de A pour la loi de Boltzmann pu, est le rapport des deux fonctions génératrices :




La proposition 2.28 donne un début de contenu & 'intuition selon laquelle la probabilité d'une propriété
tend généralement vers 0 ou 1. En tant que séries entiéres & coefficients entiers positifs les fonctions
A(z) et C'(2z) ont un rayon de convergence inférieur ou égal & 1. Nous notons r le rayon de convergence
de C(z), que nous supposerons non nul. Le réel r est une singularité de C(z). Les équivalents au
voisinage de 7 sont :

A(z) ~aa(r—2)P4 et C(2) ~ac (r—z)P.

Par convention, 84 peut étre nul (si A(z) est holomorphe en ), et ¢ peut étre infini (si la singularité
de C(z) est essentielle).

Proposition 2.28
. An {0 si fa<Bc,
lim — =

oA s Ba=Po.

n—oo ac

n

Prenons par exemple la structure élémentaire des mots binaires, de fonction génératrice C(z) =
(1 —22)7". La taille est la longueur du mot. Pour la loi de Boltzmann de paramétre z < 1, la loi de
la taille est la loi géométrique de paramétre 1 — 2x. Considérons la propriété de stabilité (exemple 1).
La fonction génératrice A(z) vaut :

() ()

Dans ce cas r = 1/2 et f4 = 0 (le rayon de convergence de A est strictement supérieur a r). Le
rapport A, /C, tend vers 0 & vitesse exponentielle, ce qui n’est pas un scoop. Considérons ensuite
la propriété “la somme des coordonnées du mot est paire” (exemple 3). Sa fonction génératrice est
A(z) = £((1 = 22)7' 4+ 1). Donc B4 = Bc = 1 et aa/ac = 1/2. Le rapport A,/C, tend vers 1/2,
comme prévu.

Il est plus intéressant de biaiser les lois de Boltzmann pour obtenir une définition paramétrée,
proche des modeéles que nous avons étudiés jusqu’ici. Considérons une seconde fonction & valeurs
entiéres définie sur la structure C. Nous la nommerons arbitrairement le poids, et nous la noterons w.
Notons C,, 1 le nombre d’objets de la structure, de taille n et de poids k. On considére la fonction
génératrice double :

C(z,t) = Z Chp 2"t .
n,k

Soient x et y deux réels positifs tels que C'(z,y) < co. Il est naturel de définir sur C la loi de probabilité
la,y qui & un objet v € C associe :
- z!lyw ™)
tay (V) = =
o C(z,y)

Sous fig 4, la loi de la taille a pour fonction génératrice C(zz,y)/C(z,y). La probabilité conditionnelle
d’un objet sachant que sa taille vaut n n’est plus uniforme sur C, : elle est fonction du poids de cet
objet. C’est une autre loi de Boltzmann sur C,, paramétrée par y. Etant donnée une propriété A,
nous notons maintenant A, r le nombre d’objets de taille n et de poids &k qui la possédent, et A(z,t)
la fonction génératrice double correspondante. La probabilité p, ,(A) est le rapport A(z,y)/C(x,y).
Dans 'optique des lois du zéro-un, on souhaite montrer que la probabilité conditionnelle de A4 pour
les objets de taille n tend vers 0 ou 1. La loi conditionnelle d’un objet sachant que sa taille vaut n
sera notée L, ,. La probabilité ., ,(A) est le rapport des deux fonctions de y, coefficients de 2™ dans
les fonctions A(z,y) et C(z,y) :
[A(z,Y)]z.n

[C(z,y)lzm

Pour savoir si pup, , (A) converge, il faut étudier le comportement de A(x,y) au voisinage de la singularité
(en z) de C(z,y).

Nn,y(A) =
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Pour les mots binaires, le poids sera le nombre total de 1 (la somme des coordonnées). La fonction
génératrice devient C'(z,t) = (1—2z(1+¢)) L. Laloi de la taille reste une loi géométrique (de paramétre
z(1 + y)), et la loi conditionnelle sur C,, sachant que la taille vaut n, est la loi u,,, (définition 2.1),
au changement de paramétre p = ﬁ prés. Pour la stabilité des mots binaires, la fonction génératrice

est :
—1 —1
1—+v1+44t 14+ /144t
Aty = (1-2 ()Y (o ()}
2 2
Pour la parité, la fonction génératrice est A(z,t) = 1(C(z,t) + C(z,—t)). Dans les deux cas, la

conclusion du cas équiprobable (y = 1) s’étend & une valeur de y quelconque.

Pour transformer cette approche analytique en une loi du zéro-un véritablement intéressante, il
resterait & caractériser les propriétés A pour lesquelles on peut décider a priori que le comportement
de A(z) au voisinage de la singularité de C'(2) est tel que la probabilité converge, de maniére & cerner
leur pouvoir d’expression logique. Signalons dans cette direction les travaux de Compton [15], qui
relient les propriétés analytiques des fonctions génératrices au langage de la logique du premier ordre
(voir aussi le livre récent de Burris [10]).

On peut aussi penser a sortir du cadre binaire, qui n’est qu’un cas trés particulier pour les inégalités
de concentration que nous étudierons en 4. Rossignol [94] a démontré I’analogue de la proposition 2.11
pour un produit d’espaces finis quelconques. La difficulté majeure dans ce cas est qu’on n’y dispose
plus aussi naturellement de ’outil puissant qu’est la monotonie. On peut résoudre cette difficulté en
paramétrant la loi d’'une composante par un paramétre unidimensionnel, comme par exemple dans
[90], ot une application de la loi du zéro-un de Friedgut et Kalai est proposée dans le contexte des
systémes cohérents en fiabilité.

Une autre voie d’extension des lois du zéro-un est la dépendance faible. Nous nous contenterons
d’indiquer les éléments sur lesquels on peut fonder quelque espoir. Comme nous 'avons vu en 2.1, il
est possible d’énoncer des lois du zéro-un (certes rudimentaires) en se basant uniquement sur la loi des
grands nombres (théoréme 2.2) ou des inégalités exponentielles (théoréme 2.10). Or ces résultats ont été
depuis longtemps étendus sous différentes hypothéses de dépendance faible. Le modéle le plus ancien
est celui des chaines de Markov, pour lequel la loi des grands nombres et le théoréme central limite
sont des résultats de base (cf. Chung [11] p. 94). Plus récemment, plusieurs inégalités exponentielles de
type Chernov sont aussi apparues (cf. [79]). Des résultats analogues sont également disponibles pour
d’autres hypothéses de dépendance faible, moins contraignantes que le cas markovien (voir Doukhan
[25], Rio [93], ou le recueil d’articles [20]). La loi du zéro-un de Kolmogorov que nous rappellerons
en 3.1 a également été généralisée aux chaines et processus de Markov [14, 62]. Le comportement
asymptotique des chaines de Markov sur de gros espaces d’états donne lieu & des transitions abruptes
dans le temps, que ’on doit rapprocher des phénoménes de seuil que nous étudions ici. Nous ne les
aborderons pas : voir [82, 112, 113, 114, 115], et aussi Lynch [81] qui introduit la notion de fonction
seuil pour les chaines de Markov avec un point de vue de théorie des graphes.
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3 ... tout événement raisonnable ...

3.1 Les grands ancétres

L’étude de la convergence presque stire d’une suite de variables aléatoires passe le plus souvent par
le théoréme (ou lemme) de Borel-Cantelli ([36] p. 200).

Théoréme 3.1 Soit (By)new une suite d’événements (quelconques).

ZProb[Bn]<oo:Prob ﬂ U B,| =0.

neIN no>0n>ng

Ce résultat doit se lire ainsi : si les probabilités Prob[B,] tendent vers 0 assez rapidement pour que
la série ) Prob[B,] converge, alors presque siirement (avec probabilité 1) seul un nombre fini des B,
sont réalisés simultanément.

Démonstration : Posons :

La suite d’événements (Cp,) est décroissante (Cp, D Cpy+1) €t donc :

Prob | (] Cn, = lim_Prob[Cp,] .
noZO

Prob[Cy,] = Prob | | ) Bn| < Y Prob[B,].

n>ng n=no

La probabilité de C),, est majorée par le reste de la série convergente > Prob[B,], elle tend donc vers
0. O

Ce théoréme admet une sorte de réciproque dans le cas d’événements indépendants.

Théoréme 3.2 Si les événements (By)nemw sont indépendants alors :

> Prob[B,)=co«<=P| () |J B.| =1.

no>0n>ng

Si les B, sont indépendants et si leurs probabilités sont suffisamment fortes pour que la série diverge
alors une infinité de B,, seront réalisés simultanément.

Démonstration : Avec les mémes notations que dans la démonstration précédente, la probabilité de
Chp, se calcule en utilisant I’hypothése d’indépendance :

ProblCn,] = Prob U B,| =1- Prob ﬂ B,

n>ng n>ng

1— [ = Prob[B,)).

n>ngp

Dire que la série Y Prob[B,,] diverge équivaut a dire que le produit [[(1 — Prob[B,]) tend vers 0, soit
que la probabilité de C},, vaut 1 pour tout ng. Donc la probabilité de leur intersection vaut 1. |
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Voici quel est le rapport avec la convergence presque sire d’une suite de variables aléatoires. La suite
(Xn)nemw et sa limite éventuelle X étant données, définissons ’événement :

B: =“X, - X|>¢".

Dire que X,, converge vers X c’est dire que pour tout ¢, le complémentaire B est toujours réalisé
a partir d’un certain rang ng. La suite (X,,) converge vers X presque sdrement (c’est & dire avec
probabilité 1) si et seulement si pour tout &€ > 0 :

Prob L{]O ng B;} =0.

Corollaire 3.3 Si la série de terme général Prob[| X, — X| > €] converge, alors (X,) tend vers X
presque strement.

Considérons par exemple une suite (X,,) de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes :
Prob[ X, = 1] = p(n) Probl X, =0]=1-p(n) .

Si Y p(n) < oo alors X, converge p.s. vers 0 : la suite ne prendra qu’un nombre fini de fois la valeur
1. Si Y p(n) = oo, la suite prendra une infinité de fois la valeur 1.

Il est légitime de se demander si une suite de variables aléatoires peut converger avec une probabilité
différente de 0 ou 1. La loi du zéro-un de Kolmogorov ([37] p. 124) montre que ce n’est pas possible
si les variables sont indépendantes.

Théoréme 3.4 Soit (X,,)nemw une suite de variables aléatoires indépendantes. Soit A un événement
exprimable en fonction de (X,,)new, mais indépendant de (X1,...,X,) pour tout n.
Alors Prob(A) =0 ou 1.

Démonstration : Nous admettrons que ’on peut approcher ’événement, A 4 £ prés au sens de la proba-
bilité sur I’espace produit, par une suite d’événements (4,), tels que pour tout n A, soit exprimable
en fonction de (Xy,...,X,).

ProblA\ANA,|<e et ProbA,\ANA,]<e. (3.1)
Or par hypothése, A et A,, sont indépendants. On en déduit :
Prob[A] — Prob[A]ProblA,] < e,

et en passant a la limite,

Prob[A] = (Prob[A])? .
L’événement A est donc indépendant de lui-méme. O
Parmi les événements A auxquels la loi du zéro-un de Kolmogorov s’applique, aucun ne peut dépendre

que d’un nombre fini de variables. Ils concernent tous des propriétés asymptotiques de la suite :
convergence de (X,,) ou de Y X, propriétés de la limite supérieure, etc. ..

La loi du zéro-un de Hewitt-Savage ([37] p. 125) part d’une hypothése plus restrictive, mais sa por-
tée est un peu plus large. Elle concerne des événements invariants par permutation finie des variables.

Définition 3.5 Soit (X,,)newn une suite de variables aléatoires.
Soit A = A(X1, Xo,...) un événement exprimable en fonction de (X,)ne. On dit que A est invariant
par permutation finie des variables si pour touti < j € IN :

AXy, . X X, )= AKX, X, X )

Le fait que A ne soit pas modifié si on échange deux variables de la suite entraine que A reste invariant
si on en permute un nombre fini quelconque (comparer avec la définition 2.12).
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Théoréme 3.6 Soit (X,,)new une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi. Soit A

un événement exprimable en fonction de (X,)nemw, invariant par permutation finie des coordonnées.
Alors Prob(A) =0 ou 1.

Démonstration : Reprenons la suite (A,,) d’événements approchant A de la démonstration précédente.
Notons B,, I’événement obtenu en inversant ’ordre des 2n premiéres variables de la suite, les autres
restant fixes. Par hypothése, les inégalités (3.1) vraies pour A,, le sont aussi pour B,. On en déduit
que la différence symétrique entre A et A, N B, a une probabilité inférieure & 4e. Mais comme A,
dépend des n premiéres variables, B, dépend des n suivantes, et ils sont donc indépendants. Donc :

Prob[A] — Prob[A,]|Prob[B,] < 4¢,

et en passant & la limite,
Prob[A] = (Prob[A])? .

O

Parmi les événements A auxquels s’applique la loi du zéro-un de Hewitt-Savage on retrouve les
événements asymptotiques du théoréme 3.4. Mais il y en a d’autres. Posons par exemple S, = X; +
o+ Xy et B, =“L1S, €17, ou I est un intervalle de R. I’événement :

i=n Un

no>0n>ng

“les moyennes de Cesaro de la suite (X,,) visitent I une infinité de fois” a pour probabilité 0 ou 1 :
comparer avec le corollaire 2.3.

3.2 Glebskii-Fagin

Pour un logicien, une loi du zéro-un n’est pas nécessairement une bonne nouvelle : si dans un langage
donné les probabilités sont proches de 0 ou 1, cela signifie que toute proposition ou sa négation est
presque une tautologie, et donc que le langage considéré n’a qu’un faible pouvoir d’expression (voir
[1, 2, 3, 15, 60]). Néanmoins les lois du zéro-un en logique ont quelque chose de fascinant, par la
généralité et la simplicité de leur énoncé. Celle que nous allons démontrer (théoréme 3.13) est due
indépendamment & Glebskii et al. [48] et Fagin [35], et concerne la logique du premier ordre. N’étant
pas en mesure de développer un cours de logique (voir par exemple [16, 31, 70, 71]), nous nous
contenterons d’en reprendre quelques notions élémentaires en les reliant aux exemples de modéles qui
ont été introduits dans la partie précédente.

Nous partons d’un ensemble fini R de relations, (appelées aussi prédicats) concernant chacune un
nombre fixé d’objets. Ce nombre est 1’arité de la relation. L’ensemble des objets auxquels s’appliquent
les relations est fini, mais sa taille est destinée & tendre vers I'infini. C’est le domaine, que nous noterons
X, Le couple (R, X,;) constitue un modéle.

Dans le premier modéle que nous avons introduit, le domaine est {1,... ,n}, auquel s’applique une
relation unaire R : pour i € {1,...,n}, Ri signifie que la coordonnée i vaut 1 et = Ri qu’elle vaut 0.
Pour une image binaire, le domaine est I’ensemble des pixels, identifi¢ a {1,...,n}2. La couleur C' des
pixels est aussi une relation unaire : C'i pour un pixel noir, ~C'i pour un blanc.

Tous les modéles que nous considérons contiennent implicitement 1’égalité, qui est une relation
binaire. A partir du moment ol nous introduisons une structure de graphe, comme dans les confi-
gurations cycliques (exemples 1 et 2), une autre relation binaire apparait. Le domaine est alors vu
comme un ensemble de sommets et si i et j sont deux sommets, Rij signifie qu’ils sont reliés par
une aréte. Pour parler d’une image en distinguant la verticale de I’horizontale, nous aurons besoin
de deux relations binaires, V et H. Tous les graphes que nous avons considérés jusqu’ici sont non
orientés et sans boucle. Mais pour une relation binaire quelconque, Rii est possible et Rij n’implique
pas nécessairement Rji.
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Un modeéle (R, X,,) étant fixé, on définit une structure en donnant une liste de faits relatifs aux
relations de R appliquées aux éléments de X,,. Chaque fait possible Riq,...i; doit apparaitre dans la
liste, soit affirmé, soit nié (mais pas les deux). La figure 5 donne un exemple de structure pour une
seule relation binaire et le domaine {1,2,3} (graphe orienté).

O\/
Fig. 5 — Exemple de structure pour une relation binaire (graphe orienté & 3 sommets)

{R11,~R22, R33, R12, R21, R23, ~R32, R13,~R31} .

Nous notons E,, ’ensemble de toutes les structures relatives au modéle (R, X,,). Supposons que R
ne contienne qu’une relation k-aire R. On peut voir une structure S comme une application de (X,)*

dans {0,1}, qui a tout k-uplet (i1,...,i) d’éléments de X,,, associe 1 si S contient le fait Riy .. .14y
et 0 si S contient = Riq, ... ,ir. Nous avons utilisé ce genre d’identification dans la partie précédente
pour les graphes, les images et la k-satisfiabilité. Pour une seule relation k-aire sur X,, = {1,...,n},

ilya 97" structures et nous noterons Ep R leur ensemble. Dans le cas général, on peut par le méme
raisonnement identifier F,, & un produit cartésien, dont chacune des composantes correspond & une
relation de la structure :
En = X En,R .
RER

Nous munissons F, d’une loi de probabilité paramétrée qui généralise celles de la partie précédente.

Définition 3.7 Soit E, l’ensemble des structures relatives a un modéle (R, X,). A chaque relation
R € R, associons un réel pr compris entre 0 et 1, et notons p l’ensemble des paramétres pr, pour
R € R. On définit la probabilité pu, p sur E, comme suit.

1. Pour tout S € E,,, la probabilité que S contienne le fait Riy .. .1y est pr.
2. Tous ces événements sont indépendants dans leur ensemble.

Dans le cas d’une seule relation unaire sur {1,...,n}, on retrouve la probabilité u,, de 2.1. Si R
contient une seule relation binaire (non symétrique), une structure est un graphe orienté, avec boucles.
Dans ce cas la probabilité u, p est 'analogue pour les graphes orientés de la loi des graphes aléatoires
de la section 2.2 (voir par exemple [65, 80]).

La logique du premier ordre est une formalisation construite & partir des symboles logiques
V,3,7,A,V,=, de relations d’arité finie Ry, Rs,..., et de variables z1,22,... Si R € R est une
relation k-aire et (x1,... ,z) un k-uplet de variables, la formule élémentaire Rz ... zy est un atome.
Nous utiliserons ’abréviation classique x pour le k-uplet (z1,...,z) et Rx pour 'atome Rz1, . ...
Par définition, la logique du premier ordre est constituée de I’ensemble des formules que l'on peut
construire de maniére récursive & partir des atomes, en utilisant les connecteurs logiques habituels.

Définition 3.8 La logique du premier ordre relative a [’ensemble de relations R est ’ensemble de
formules L1 défini de la fagon suivante.

1. Pour tout k, toute relation k-aire R € R et tout k-uplet x de variables, Rx € L.
2. Si A et B sont des formules de L1, alors (mA), (Vx Ax) et (A A B) appartiennent aussi 4 L.
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Comme conséquence, si A et B sont deux formules de £, (Ix Ax), (AV B), (A = B) et (A & B)
sont aussi dans £; : les logiciens notent A — B limplication (=A V B) et A <> B ’équivalence
(A—> B)AN(B — A).

A partir du moment ot un univers X,, a été fixé (disons {1, ... ,n}), les relations s’appliquent aux
éléments de X,,. Considérons par exemple la stabilité d’un sous-graphe (exemple 1). Notons R; la
relation unaire et Ry la relation binaire de voisinage. La formule de définition (2.7) s’écrira :

Vz,y (Riz A Ryzy) — —Ryy . (3.2)

Parmi toutes les formules de £, seules nous intéressent celles dont on peut décider si elles sont vraies
ou fausses pour une structure donnée. Nous conviendrons donc d’appeler proposition une formule de
L1 dont toutes les variables sont quantifiées (formule close ou phrase en logique). Soit S une structure
et A une proposition de £1. Comme A est construite & partir des relations de R (définition 3.8), elle
est ou non compatible avec S. Si elle Iest, on dit que S “satisfait” A, et on note S | A. La donnée
de A partitionne I’ensemble E, en deux sous-ensembles : I’ensemble des structures qui satisfont A,
que nous noterons A,,, et son complémentaire. Nous dirons aussi que A,, est I’ensemble des structures
pour lesquelles A est vraie. Les logiciens munissent habituellement I’ensemble E,, de I’équiprobabilité,
auquel cas la probabilité que A soit vraie est le rapport du cardinal de A,, au cardinal de FE,. C’est
un cas particulier de la définition 3.7 (si tous les pg valent %) Dans le cas général, la probabilité que

A soit vraie sera :
pnp(An) = E pnp(S) -
SEA

Le résultat principal de cette section (théoréme 3.13) dit que pour tout R, toute famille de paramétres
p, et toute proposition du premier ordre A, la probabilité p, p(A,) que A soit vraie tend vers 0 ou
1 quand la taille n du domaine tend vers l'infini. La clé de la démonstration est le théoréme 3.11 da
a Gaifman [45]. Nous ne donnerons pas sa démonstration, qui est basée sur le jeu d’Ehrenfeucht [32]
(voir [30] p. 44 et [101] p. 318 pour le cas des graphes). Il raméne 1’étude de £; & des propositions
d’un type particulier, les extensions.

Définition 3.9 Soit X, = {z1,... ,z,} un ensemble de n variables distinctes. On appelle description
compléte de X, une conjonction D d’atomes telle que pour tout k, toute relation k-aire R € R et tout
k-uplet x de variables de X,,, D contient soit Rx, soit ~Rx (mais pas les deuz).

Appliquée & un domaine X,,, Une description compléte répond donc & toutes les questions possibles
concernant X,,. Il existe une structure et une seule qui la satisfait. Dans la structure des graphes a n
sommets, une description compléte donne la liste de tous les couples de sommets reliés et de tous les
couples qui ne le sont pas.

Définition 3.10 Soit X, = {z1,... , 2} un m-uplet de variables, et D = D(X,,) une description
compléte de Xy, . Soit y une nouvelle variable, et D' = D'(X,,,y) une description compléte de X, U{y}.
On dit que D' étend D si D' — D.

On appelle extension toute proposition du type :

vxla---axma /\ xi#x]’ /\D(Xm) — Elya ( /\ y#xi>/\Dl(‘Xmay)a (33)

1<i<j<m 1<i<m

on :

X ={x1,... ,2n} désigne un sous-ensemble de cardinal m de variables distinctes,
D(X,,) est une description compléte de X,

y est une variable distincte des x;,

D'(Xn,y) est une description compléte de X, U {y} qui étend D(X,,).

Voici deux exemples d’extensions dans le langage des graphes non orientés (la relation de voisinage R
est symétrique).

Vedy , y #x A Rxy .
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(Aucun sommet n’est isolé).
Vxi,2e, (X1 # x2 A Rz122) — Ty (y # 21 Ay # 22 A Rr1y A Raay) .

(Toute aréte est dans un triangle).
La figure 6 illustre une extension dans le modéle des graphes orientés (pour une relation binaire).

Fia. 6 — Exemple d’extension dans le modéle des graphes orientés.

Théoréme 3.11 L’ensemble T C Ly de toutes les extensions est consistant et complet.

En clair, toute proposition de la logique du premier ordre ou son contraire est impliquée par une
conjonction finie d’extensions. On en déduit immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 3.12 Si la probabilité de toute extension tend vers 1, alors la probabilité de toute propo-
sition du premier ordre tend vers 0 ou 1.

Théoréme 3.13 Soit :
e R un ensemble fini de relations,
e n un entier et X,, un domaine de cardinal n,
o E, lespace des structures du modeéle (R, X,,),
e p={pr, R € R} une famille de paramétres strictement compris entre 0 et 1,
Un.p la loi de probabilité de paramétre p sur E, (définition 3.7).
Soit A € L1 une proposition du premier ordre quelconque et A, C E, l’ensemble des structures qui
satisfont A. Alors :

lim pinp(4n) =0o0ul.

n— o0
Démonstration : D’aprés le corollaire 3.12, il nous suffit d’examiner les probabilités des extensions.
Soit, T I’extension définie par la formule (3.3), et T}, 'ensemble des structures de E,, qui satisfont T'.
Nous allons montrer que g, p(E, \ Th) tend vers 0. La proposition =T s’écrit :

Elxla---axma /\ xi#xj /\D(Xm)/\vy< /\ y;éx2> _)_'DI(Xmay)'

1<i<j<m 1<i<m

Choisissons m éléments distincts de X,,, notons X,,, leur ensemble et Tm x,, ’ensemble des structures
de E,, qui satisfont :

D(Xyn) AVy =D" (X, y) -
L’ensemble E,,\T,, est la réunion des Tn’xm ;ilyena (;‘L) Par symétrie de la loi p,,,p leurs probabilités
sont égales. On peut donc fixer un sous-ensemble X, et écrire :

BT < ()i o)

Par rapport & D(X,,), la description D'(X,,,y) contient en plus tous les atomes relatifs & y. Pour un
y fixé, le nombre de ces atomes est borné indépendamment de n. Donc la probabilité de =D’ (X,,,y)
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est un certain réel p, indépendant de n dés que n > m. Comme tous les pg sont différents de 0 et 1, il
en est de méme pour p. A cause de 'indépendance des faits, la probabilité de Ty, x,, est majorée par

P~ (car n—m est le cardinal de X, \ X,;,). On obtient donc :

N\ nm
Mn,p(En \Tn) < (m)p s

qui tend vers 0 quand n tend vers linfini. O

Le théoréme 3.13 est certes important mais il ne couvre pas les modéles intéressants en pratique.
Par exemple, il s’applique aux graphes orientés avec boucle (si R est constitué d’une seule relation
binaire) mais pas aux graphes non orientés de la définition 2.16. Ceux-ci sont contraints de vérifier la
propriété suivante :

(Vz =Rzx) A (Vx # y Rry — Ryx) . (3.4)

La probabilité piq(n),, sur les graphes non orientés est en fait une probabilité conditionnelle sachant
(3.4). On démontre que le théoréme 3.13 s’étend & tous les modeles dits paramétriques, pour lesquels
le conditionnement s’exprime par une conjonction de formules du type Vx 1(x), comme (3.4). Ce
résultat est da & Oberschelp [88] (voir aussi [30] p. 74 et [101] p. 317 pour les graphes non orientés).

Mais de nombreux modeéles ne relévent ni du théoréme 3.13, ni de son extension aux condition-
nements de type paramétrique. C’est le cas en particulier des images aléatoires (définition 2.19). Le
langage des images comporte une relation unaire (la couleur C) et deux relations binaires de voisinage
(horizontal H et vertical V). Le domaine est X, = {1,...,n}>. Parmi toutes les structures, seules
nous intéressent celles pour lesquelles le graphe décrit par les faits Hzy et Vry est exactement le tore
a deux dimensions. Associons aux trois relations une famille de paramétres p = {p¢,pm,pv}. Pour
la loi )2 p, la probabilité de ’ensemble I, des images de taille n x n décroit exponentiellement avec
n. La loi de probabilité des images aléatoires (définition 2.19), est la loi conditionnelle ji,2 (- |1I).
Dans le modeéle des configurations cycliques (exemples 1 et 2), la relation binaire est contrainte de
maniére & décrire le graphe cyclique C,, (définition 2.14). Différents types de contraintes pour des
ensembles de relations unaires et binaires dans le cadre des logiques de description sont proposés dans
[95]. Dans [35] p. 57, Fagin montre que la loi du zéro-un pour p,p n’entraine pas nécessairement
un résultat analogue pour des probabilités conditionnelles (voir aussi le chapitre 3 de [30] ainsi que
[57, 58]). Dans la section 8 de [15], Compton liste quelques problémes ouverts dans ce domaine. Nous
nous contenterons de démontrer la loi du zéro-un pour les configurations cycliques aléatoires. Ce qui
suit s’adapte sans difficulté aux images aléatoires.

Proposition 3.14 On considere le modele (R, X,,) défini par :
e R ={Ri1,Rx}, ot Ry est unaire et Ry binaire symétrique.
e X, ={1,...,n}.
Soit C,, C E, lensemble des structures dont les faits relatifs ¢ Ro sont les suivants (cf. definition
2.14).
Roij sij=1i+1 modulon,
{ —Rytj sinon.

Soit p = pr, € [0,1] un paramétre réel. Notons iy, la probabilité conditionnelle p, o(-|Cyn) (la
probabilité paramétrant Ry n'intervient pas dans la définition de i, p).

Soit A € L1 une proposition du premier ordre quelconque et A, C C, l’ensemble des structures
qui satisfont A. Alors :

nlgrolo pnp(An) =0o0ul.

Démonstration : Contrairement au théoréme 3.13, certaines extensions ont une probabilité qui tend
vers 0, d’autres vers 1 et le corollaire 3.12 ne s’applique pas. Nous allons utiliser un autre théoréme
de Gaifman, qui exprime différemment le caractére local de la logique du premier ordre. On note d
la distance usuelle entre sommets du graphe cyclique, et S(z,r) (sphére de centre = et de rayon r)
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I’ensemble des sommets & distance au plus r de z. On appelle proposition locale basique une proposition
du type suivant.

21 ... 3z, N d@izy)>2e | A LN i) | (3.5)
1<i<j<m 1<i<m
ou :
e m et r sont des entiers positifs fixés,
e pour tout ¢ = 1,... ,m, 9;(z) désigne une formule de £; pour laquelle seule la variable z est

libre (non quantifiée), et les autres variables appartiennent toutes a la sphére S(z,r).
Le théoréme de Gaifman (voir [46] ou [30] p. 30) affirme que toute proposition du premier ordre est
équivalente & une combinaison booléenne finie de propositions locales basiques. Pour démontrer la
proposition 3.14, il suffit donc de montrer que la probabilité de toute proposition locale basique tend
vers 0 ou 1 (cf. lemme 2.5).

Examinons tout d’abord les formules ;(z). Soit I'une d’entre elles est insatisfiable, auquel cas la
proposition locale basique (3.5) est de probabilité nulle, soit toutes sont satisfiables, et nous allons
montrer que la probabilité de (3.5) tend vers 1. Nous supposons désormais que n est strictement plus
grand que m(2r+1). Dire que 9;(z) est satisfiable équivaut & dire qu’il existe une description compléte
de la sphére S(z,r) qui implique ;(z). Pour tout ¢ = 1,...,m, nous fixons une telle description
compléte, que nous notons D;(x). Nous allons ensuite limiter les centres de sphéres possibles. Nous
dirons que 1, ... ,z,, sont r-consécutifs s’ils sont distincts et si pour tout i =2,...,m :

d(:l?i_l,ilﬁi) =2r+1.

Il est clair que si zq,...,2, sont r-consécutifs, alors deux quelconques d’entre eux sont a distance
strictement supérieure & 2r. La proposition locale basique (3.5) est alors impliquée par la proposition
suivante.

3zq,... ,x,, r-consécutifs /\ Dj(z;) . (3.6)
1<i<m

Notons D cette proposition et D, I’ensemble des structures de C,, qui satisfont D. Nous voulons
montrer que i, ,(Dy) tend vers 1. La sphére S(z,7) a 2r + 1 éléments, donc la probabilité de chaque
D;(z) est minorée par p = min{p, 1—p}>"*1. Si z1,... ,x, sont r-consécutifs, D1(z1) A ... A Dp(zm)
est une description compléte de la réunion des sphéres S(z;,7), qui est un segment du graphe cyclique,
contenant exactement m(2r + 1) points. Sa probabilité est minorée par p™. La probabilité qu’une telle
description compléte apparaisse dans une configuration cyclique aléatoire de taille n tend vers 1 quand
n tend vers I'infini. O

Les logiciens ont évidemment cherché trés tot a étendre le théoréme 3.13 a la logique du second ordre.
La loi du zéro-un est vraie pour certains fragments, fausse pour d’autres : voir les articles de synthése
de Kolaitis et Vardi [67, 68] et Le Bars [73]. Ce dernier est ’auteur de plusieurs exemples de propriétés
dont la probabilité ne tend ni vers 0 ni vers 1 (voir [72, 74, 75]).

Dans la section précédente, nous avons plusieurs fois observé que les propriétés intéressantes sont
souvent localisées autour de valeurs de la probabilité tendant vers 0 avec n. Il semble donc souhaitable
de faire varier avec n le paramétre p de la définition 3.7. Pour les images aléatoires, la proposition
2.21 montre que la fonction seuil pour I'existence d’une sous-image fixée est une puissance rationnelle
de n. C’est le cas aussi pour I’apparition d’un sous-graphe dans un graphe aléatoire ([101] p. 300).
Si on choisit pour p(n) une puissance non rationnelle de n, alors la probabilité d’apparition d’une
sous-image ou d’un sous-graphe tendra vers 0 ou 1. Shelah et Spencer ont montré que c’est aussi le
cas pour les extensions (voir [98], [101] p. 315 ainsi que [99, 100, 102]).

Théoréme 3.15 Soit a un réel non rationnel, strictement positif. Considérons le modéle de graphe
aléatoire G(n,n~%) (cf. définition 2.16). La probabilité de toute proposition du premier ordre tend vers
0 ou 1.

25



3.3 Friedgut-Kalai

Cette section est consacrée au théoréme de Friedgut et Kalai [44], que nous avons déja évoqué
en 2.1. Nous reprenons donc le modéle de base de 2.1, & savoir l'espace E,, = {0,1}", muni de la loi
produit g, , (définition 2.1). Afin d’alléger un peu les notations, nous remplacerons p,, , par p, dans
toute cette section. Le théoréme 3.16 donne un majorant de la largeur du seuil pour toute propriété
croissante (définition 2.6) et symétrique (définition 2.12).

Théoréme 3.16 Soit A une propriété croissante et symétrique. Pour tout a € [0,1], notons p, la
valeur de p telle que p, (A) = a. Il existe une constante universelle C < 7.03 telle que pour tout
€ €]0,1/2], on a :

1—
log ==

logn

Pi1—e — Pe S C

La démonstration de ce théoréme sera ’occasion de découvrir une nouvelle maniére d’approcher les lois
du zéro-un en étudiant la largeur du seuil. La premiére remarque importante correspond & l'intuition

selon laquelle la probabilité de A passera d’autant plus rapidement de 0 & 1 que le graphe de la fonction
dpp(A)
dp

P+ lp(A) aura une pente plus raide prés du seuil. On cherchera donc & montrer que est grand

devant fu,(A) lorsque p,(A) < 1, et grand devant 1 — p,(A) lorsque p,(A) > £. Cela revient au méme
de montrer que d“Z—I()A) est grand devant u,(A)(1 — pp(A)). La formulation précise est donnée par le
lemme suivant.

Lemme 3.17 Soit a un réel positif tel que pour tout p € [0,1] :

W) > ()1 =y (4)

Alors, pour tout € dans ]0,1/2],

2 1—¢
P1—e — Pe S - log .
a €
Démonstration : On a :
dNZ(A)
P >a,
pp(A)(1 = pp(A)) —
soit : 4
Hp
dlog T
dp

D’ou, en intégrant entre p. et p—_,

1—¢
210%7 >a(pi— —pe) -

O

La deuxiéme remarque fondamentale est que la dérivée s’exprime & ’aide de la somme des
influences des coordonnées, que 1’on peut voir comme une mesure de la frontiére de A. Ce fait est
bien connu en théorie de la percolation sous le nom de “lemme de Russo”. Pour ’énoncer précisément,
nous avons besoin de quelques définitions. Nous devons notamment définir, pour tout £ = 1,... ,n
I’ensemble des points de A tels que le changement de la k-iéme coordonnée les fait sortir de A :

dpp(A)
d,

Ap Z{ZEGAt.q. Tk(CE) GEn\A},

ou Ti(z) désigne la configuration y telle que y(i) = (i) pour i # k et y(k) = 1 — z(k). L’ensemble Ay,
apparait comme la frontiére de A relative a la k-iéme coordonnée.

L’influence de la k-iéme coordonnée est une mesure de la frontiére relative a la k-iéme coordonnée,
et donc apparait logiquement comme une mesure en dimension n — 1.
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Définition 3.18 Pour tout u € E,_1, on note :
Ie(w) ={(u1, ... yup—1,0,0p, ... yUn—1), (U1y..o yUp—1, 1, Uk, ... ,Up_1)} .
On appelle influence de la k-iéme coordonnée sur A et on note I4(k) le nombre :
Ta(k) = pin_1,({u € En_y t.q. 1 4 n'est pas constante sur I (u)}) .

Dans la mesure ou A est un ensemble croissant, il est facile de voir que pIs(k) = pp(Ag). Le lemme
de Russo montre que la dérivée de p,(A) est égale & la somme des influences (voir [54], p. 35 théoréme
2.25).

Lemme 3.19 Si A est croissante,

W) -3 ).

Démonstration : Fixons k dans {1,...,n}, et donnons-nous deux n-uplets p = (p1,... ,p,) et p' =
(Ph,...,pl) de [0,1]™ tels que :
Vi#k,pi=p; et pr<p.

Comme dans la démonstration du lemme 2.7, considérons un échantillon (U (7));=1,... , de n variables
aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1], et posons :

Vie{l,...,n}, X()) = Ly ,g(U@) et V(i) =L ,Ua),

de sorte que
Vie{l,...,n}, X(i)<Y(i).

Les vecteurs aléatoires X = (X (7)) et Y = (Y(i)) ont pour lois respectives pp et pp, ol pp désigne
la probabilité sur E, telle que :

n
pp(x) =[P (1 =p)' .
i=1
Comme A est croissante, X € A entraine Y € A, et :

fp (A) — pp(A) = ProbY € Aet X ¢ 4],
Prob[(X ¢ Aet Tp(X) € Aet p, <U(k) <p}],
Prob[Ty(X) € Ap et pr <U(k) <pj] ,

= La(k) (Pk —pr)

en adaptant la définition de I4(k) & la mesure pp. On en déduit que :

Op (4)
Opk,

= Ia(k) .

Donc, si p = (p,p, ... ,p),

d“gigl) :;IA(I«).

O

Une inégalité de la forme d“;—z()A) > app(A)(1 — pp(A)) peut étre interprétée comme une inégalité

NPT . dpp (A .
isopérimétrique. En effet, comme l'indique le lemme de Russo, % est une mesure de la frontiére

(surface) de A, tandis que pp(A)(1 — pp(A)) est une mesure de son volume. On verra dans la section
4.2 les liens étroits entre isopérimétrie et concentration de la mesure.
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Nous sommes maintenant ramenés & I’étude de la somme des influences. Or si A est symétrique, les
influences I4(k) sont toutes égales. Il suffit alors de montrer que pour A croissante (pas nécessairement
symétrique) au moins une des influences dépasse 2 1O%up(fl)(l — p1p(A)), pour en déduire le théoréme
3.16. Cela a été prouvé par Kahn, Kalai et Linial [64] dans le cas p = %, puis par Talagrand [105]
pour le cas p quelconque.

La démonstration utilise des techniques d’analyse harmonique. On peut munir F, d’une structure
algébrique isomorphe & (% /27)". La transformation de Fourier sur les groupes finis (voir par exemple
[96]) établit une dualité entre les configurations de E et les sous-ensembles de {1, ... ,n}. L’addition
correspond alors & la différence symétrique, et la multiplication & l'intersection. En ce sens, E, est
son propre dual. L’analyse de Fourier sur le groupe (Z/27Z)™ est un fil directeur de ce qui suit, méme
si elle n’est pas indispensable pour comprendre le raisonnement.

Pour tout ¢ = 1,... ,n, on définit application r;, de E, dans IR par :

() si x;=1
ri\r) =
si ;=0

Pour S C {1,...,n}, on définit ’application rg par :
=[Iri()
icS
L’ensemble des applications (rs)sco....,n} forme une base orthonormée de L?*(E,, pup). Dans le cas p =

1, C’est un résultat d’algébre bien connu, car les 75 sont alors les caractéres du groupe ((Z/2Z)", +).
On définit aussi n endomorphismes de L?(E,, u,) par :

C A-p)(f@) - f(Te(@) siz=1,
Aifla) = { p(f (@) — F(Th(x))) Siap =0

L’opérateur Ay est un analogue discret de la dérivée partielle suivant la k-iéme coordonnée, et il est
caractérisé sur notre base de L?(E,, u,) par :

| rs sikes,
A”S_{ 0 sik¢gs.

Sif= ][A, on a, pour tout ¢ > 1 :
1AL fIIG = La(k)(p (1 - )q + (1 =p)p?) . (3.7)

Notamment, en posant as = (f,7s) = [ f z) duy(z), on peut écrire :

f= Z asrs

SC{0,... 0}

1873 =11 asrsl = 3 a%

Sk S3k

et :

On en déduit donc, (rs)scyo,...,n} formant une base orthonormée de L*(E,, pp), que :

ZIA(k) Z |ALfII3
k=1 k:l

n
Z 1> asrsll3
k:l Sok

n

SESPIPILE

k 1535k

L S s)a.
p(l—p) ES: g
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D’un autre coté, on a :

wo(A) = 171B = 3" a2,
S

et comme ag = pp(A),
S 0% =y (A)(1 = up(4)) -
S#0

Si cette somme n’est pas portée principalement par les ag pour |S| petit, alors ) ¢ |S|a25 sera signi-
ficativement plus grande. Cela peut étre montré pour les Agf, qui ont un support petit, mais non
vide : elles sont trop irréguliéres pour que asll g5 soit toujours petit quand |S]| est grand.

Le noyau dur de la démonstration du théoréme 3.16 est un lemme d’hypercontractivité démontré
par Beckner [5] pour p = % et modifié par Talagrand [105] pour traiter le cas p quelconque.

Lemme 3.20 Pour tout nombre q¢ > 2, pour tout p € [0,1] et toute famille (as)|sj<k, on a :

k
1
Z asrs < ( h) Z asrs

|SI<k |SI<k

qsip 2,pp

Démonstration : (Fin de la démonstration du théoréme 3.16.)
La démonstration qui suit est tirée de l’article de Bourgain et Kalai ([9]). Dans la suite, on notera :

p=3"a% = up(A)(1 - p(A).
S#0

Soit 3 € [0,1], et K, dépendant de /3, défini comme suit :

K=infdje{l,....,n}ta. > a%>p8

0<|S|<y
On définit :
g= Z asrs -
0<|S|<K
On a alors :
pB< D ISlak = > ISI{f,rs) (g,7s)
0<|S|<K SeE™
= D D (firs)g.rs)
k=1 S>k
= > > (Arf,rs) (Arg,rs)
k=1 S
= ) (Acf,Arg) .
k=1

En utilisant I’inégalité de Holder avec % et 4 comme exposants conjugués, on obtient :

pB <D 1Ak flls ]| Akglls -

k=1

De l'égalité 3.7, on déduit :

1Ak flls = (1= p)5 +p%) 3| A flIZ < V2IALFIIZ -
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D’autre part, le lemme 3.20 implique :

1Akglls < CF N ARgll2

ou :
3
C = .
P pa-p)
On a alors :
pB < V2CE D A2 1 Akgll:
k=1
< ﬁC’ffﬂ;\XllAkQIISZIIAkfIIEIIAkgIIS-

k=1

L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine alors :

1
pB < V2CI max||Agl;

IN

IN

1
V2CE max | Augll]

3 1
At mpesult (Tset) [ 3 et

IN

V2O[ max | Aggll3 Y In(A)p(L - p) -
k=1

Or, A étant symétrique, les normes ||Aggl||2 sont toutes égales :

kgl = 1303 o

j=1 S>5j
|SI<K

LS ISt}

|SI<K

< =p.
n

On en déduit :

NG

n

pB < V2CE <£p> I(A)p(1—p),

ot on a posé I(A) = >7_, I(A). Donc :

Bpins
I(Ap(l—-p) > ———.
(A)p( p)_ﬁC{(K%

D’un autre coté, on a :
I(Ap(l-p) > K Y of
IS|>K

K|p- Z %

0<|S|I<KK-1

v
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Compte tenu de la définition de K :
I(A)p(1 —p) > Kp(1 = B) . (3.9)

Fixons maintenant 7 €]0, 1], et choisissons :

5

(1— -r)logn *
B _ 2log :v(l P)

n4
On a alors deux cas possibles :
(1—=7)logn
[ ] Sl K > m alOrS d apres (3 9)
1 logn
Tt =) 2 p G DB 1 )

p(1—p)

e Si K < ;;ﬂ alors on remarque que ’application = — zi C¥ est croissante pour z > 0 (car
p(1—p)

C1 > V/12), et donc en utilisant (3.8),

(I-7)logn 3

I(A)p(1 —p) P T T
2v2log p(1-p)
(1-7)logn

2v2 log p(lgfp)

Par exemple, si ’on prend 7 = %, on obtient que § < 0.289 (le maximum est atteint pour n = 22026),
et on a alors :
logn

p(1 = p)log ;525

I(A)ZCQ P

avec Oy = %. Or pour tout p € [0,1] :

3 log(12)
1-plo < ,
p(1—-p) B oi—p) = 4

Donc, dans le premier cas, on a :
I(4) > 0.286 lognup(A)(l — p(4)) .

Dans le second cas, il suffit de majorer p(1 — p) log ( 7y bour obtenir :

1
I(4) > mlognup(zﬁl)(l — pip(A)) -

Or ﬁgu ~ (0.2846 < 0.286. On obtient donc, dans les deux cas possibles :

logn
I(A) > —————
)= V2log 12

En utilisant le lemme 3.17, on conclut donc :

Mp(A)(l - NP(A)) )

1
— e — <
VE 6]0, 2] ) P1—¢ Pe S C logn

avec C' = 2v/2log 12 < 7.03. O

La propriété de symétrie (cf. définition 2.12) requise dans le théoréme 3.3 peut paraitre surprenante.
En fait, de telles conditions sont assez naturelles. Donnons quelques exemples.
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Exemple 10 Symétrie totale
Si une propriété A C E,, monotone, est invariante sous ’action du groupe des permutations S,, tout
entier (propriété totalement symétrique), le théoréme 3.3 s’applique, mais la largeur de seuil obtenue,

loén est bien plus grande que celle donnée par la proposition 2.11, ﬁ

Exemple 11 Stabilité

Considérons la propriété =S “ne pas étre stable” (définition 2.14) concernant les configurations du
graphe cyclique & n sommets. Cette propriété est croissante, et invariante par le groupe des permu-
tations cycliques, qui est bien transitif sur {1,...,n}. Le théoréme 3.3 s’applique donc, mais une fois
encore, la largeur de seuil obtenue est bien plus grande que celle donnée par le calcul de la

1
' logn
fonction génératrice, ﬁ

Exemple 12 Runs de longueur ulogn
Considérons & nouveau le graphe cyclique & n sommets. Soit M, la propriété d’avoir au moins un run
de longueur ulogn (u > 0 est fixé : voir ’exemple 2 de la section 2.1). La propriété M,, s’identifie
également & un sous-ensemble croissant de E,,, invariant sous ’action du groupe cyclique. Le théoréme
3.3 s’applique encore, et donne cette fois le bon ordre de largeur de seuil

1
logn -

Exemple 13 Graphes aléatoires

Nous reprenons les notations et les définitions de la section 2.2. Notamment, on pose a(n) = (’2‘) =
n(n—1)/2. 1l est alors naturel de dire qu'un sous-ensemble de F,,) est une propriété de graphe s’il
est invariant par tout automorphisme de graphe. Ceci revient & dire que A C Eq ;) est une propriété
de graphe si et seulement si A est invariante sous 'action de S, (permutations de sommets) sur les

arétes :
Vo € Sy, Vi # j, 0.(i, ) = (0(i),a(j)) -

Les graphes considérés ne comportant pas de boucle, 'action de S,, sur {1,...,a(n)} est transitive.
On peut donc appliquer le théoréme 3.3, et en déduire que toute propriété de graphe, au sens énoncé
plus haut, a une largeur de seuil de I’ordre de ; 0; —. Mais évidemment, de nombreuses propriétés auront
un seuil plus étroit, comme par exemple la connexité (théoréme 2.17).

Exemple 14 Images aléatoires
Pour les images aléatoires de 2.3, on peut convenir qu’une propriété d’image est invariante par ’action
sur les pixels du groupe engendré par les deux translations élémentaires :

o1 (6,0) = (i +1,75),

Th : (Za]) = (17] + 1) )

otl on identifie 'ensemble des pixels & (Z/nZ)? (conditions de bord toriques). Le groupe de permu-
tations ainsi obtenu agit bien transitivement sur ’ensemble des pixels. On peut donc appliquer le
1

théoréme 3.16, et en déduire que toute propriété d’image a une largeur de seuil de ’ordre de fogn AU

plus. La encore, nous avons donné plusieurs exemples de propriétés dont le seuil est plus étroit.
Exemple 15 La k-satisfiabilité

Considérons deux types d’action sur les clauses (pour les définitions, voir le paragraphe 2.4). Tout
d’abord, l’action de chaque élément o de Sy, qui consiste a remplacer chaque variable X; par X,
dans les clause. Ensuite, les transformations 73, qui consistent & échanger X}, et =X}, dans les clauses.
Voici deux exemples pour des clauses de longuer 3 :

(145).(=X4 V Xg V X5) = (=X5 V X5 V X4) |

T4.(—|X5 VvV Xe V X4) = (—|X5 VvV Xg V —|X4) .

Le groupe engendré par ces éléments agit transitivement sur ’ensemble des clauses de longueur k, et

on le fait agir par I'intermédiaire des clauses sur E, ;. On peut donc appliquer le théoréme 3.16, et en

déduire que toute propriété invariante sous ’action du groupe que ’on vient de décrire a une largeur
1

de seuil en oo
ogn
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Si on compare le théoréme 3.16 & la proposition 2.11, on voit qu’en passant du groupe S, tout entier &
un sous-groupe de S,, dont on requiert seulement qu’il soit transitif sur {1,... ,n}, la largeur de seuil

s’en trouve grandement affectée : elle est au plus de % dans le premier cas, et au plus de ; L_ dans
n ogn

le second. Deux questions se posent alors naturellement :
e L’ordre de grandeur O(==—) est-il optimal ? I.’exemple 12 ci-dessus montre que pour la propriété

logn
M, de contenir un run de longueur logn, la largeur du seuil est effectivement en O(loén). Mais
nous avons donné de nombreux exemples de seuils beaucoup plus étroits.
e Peut-on espérer obtenir une largeur de seuil entre loén et ﬁ en regardant une propriété inva-
riante sous l’action d’un groupe qui est “grand”, mais pas S,, tout entier ?
Un début de réponse est apporté par le théoréme 3.21, da & Bourgain et Kalai [9], qui relie les largeurs

de seuil & une caractéristique du groupe, définie comme suit. Soit G un groupe de permutations

agissant transitivement sur {1,...,n}. Pour tout k € {1,... ,n} définissons ¢(k) par :
¢(k) = ¢a(k) = __ inf log([{o(S) t-q. 0 € G}]) .
SC\{sl\:}e’ '

Pour tout 7 > 0, posons alors :

a-(G) = sup {p(k) t.q. p(k) > k'+7} .

Théoréme 3.21 Soit G un groupe de permutations agissant transitivement sur {1,... ,n}. Pour tout
T > 0, il existe une constante ¢, > 0 telle que, pour toute propriété monotone A de {0,1}" invariante
sous G :

dpp(A)

B> erar (@ (A)(1 — pp(A)

pourvy que p(1 — p) reste €loigné de 0 au sens ow :

1
log <7> < C'*loglogn .
p(1 —p)

Par conséquent, la largeur du sewil pour une telle propriété A est au plus :

2log 1==

e — < ——E— .
P1—¢ DPe = CTCLT(G)

Ce résultat leur permet, dans le méme article [9], de garantir des largeurs de seuil un peu plus fines

que loén a partir de considérations algébriques sur le groupe G. Par exemple, on obtient, dans le cas

des graphes, que pour tout 7 > 0, il existe une constante C. > 0 telle que pour toute propriété de

graphe croissante, la largeur du seuil soit majorée par & (Og . Ceci est presque fin pour ce qui

log 7;)2—"'
concerne les graphes, puisqu’on peut montrer que la propriété de contenir une clique (graphe complet)

de taille |logn| admet un seuil de largeur —(1og1n)2'

3.4 Coarse ou sharp

Revenons un instant sur les exemples des sections 2.1, 2.2, 2.3 et 2.4. Dans certains cas, les résultats
2.11, 3.16 et 3.21 réunis sont précis, et dans d’autres cas pas du tout. Citons quelques cas ou ces
résultats sont (relativement) précis :

e Si A est la propriété de E,, : “>°1  x; > 57, alors le seuil de A se situe en %, et est en effet
de largeur ﬁ, comme on peut le voir en appliquant le théoréme central limite & Z?:l z;. La
proposition 2.11 donne le bon ordre de grandeur.

e Si A est la propriété “contenir un run de longueur logn”, le seuil de A se situe en e !, et est de

largeur ——. C’est 'ordre de grandeur prévu par le théoréme 3.16.

logn*
e Si A est la propriété “contenir une clique de taille [logn|”, elle admet un seuil de largeur m.
Le théoréme 3.21 donne “presque” le bon ordre de grandeur.
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Voici des cas ou ces théorémes ne sont pas précis :
e Si A est la propriété de E,, : “>1 x; > 17, alors p,(A) = 1 — (1 — p)”, la fonction seuil de A

tend vers O : L
log T—e
n) ~
p=(n) n
Elle est du méme ordre que la largeur du seuil :
log ==
Pl—e —Pe ™~ -
n

e Si A est la propriété de E, : “>°1_ x; > n”, alors p,(A) = p”, le seuil de A est proche de 1 :
log %

pe(n) ~1- 25

Dans ce cas, 1 — p. est du méme ordre que la largeur du seuil :

log 1=

P1—e — P~
n

e Si A est la propriété “ne pas étre stable”, pour une configuration du graphe cyclique & n sommets,

du méme ordre que la largeur de seuil.
e Si A est la propriété “contenir un triangle”, pour les graphes aléatoires, alors (cf. [101], p. 296) :

1

(6 log 1;) :

pe(n) ~ S

du méme ordre que la largeur de seuil.
e Si A est la propriété de connexité pour les graphes aléatoires, alors (théoréme 2.17) :

pe(n) ~ lo;g;n n log(l/lzg(l/s)) .

Dans ce cas, la largeur du seuil est petite devant la fonction seuil.
e Si A est la propriété d’image “contenir une vignette incluse de taille m x m”, la proposition 2.21

nous donne : .
alog =\ "
p=(n) ~ T8z )

et la fonction seuil est encore du méme ordre que la largeur de seuil.
e Enfin, pour la k-sat, on peut montrer que le seuil est également proche de 0 (la fonction seuil
est n'~¥). Par contre, on verra que la largeur du seuil est plus petite que la fonction seuil.

On observe donc que les théorémes cités jusqu’ici ont tendance a étre précis lorsque la localisation du
phénomeéne est loin de 0 et 1, et qu’ils sont souvent mauvais lorsqu’elle tend vers 0 ou 1. Tellement
qu’il suffit en général de regarder la vitesse a laquelle p.(n) tend vers 0 pour trouver une majoration de
la largeur du seuil bien meilleure que celle donnée par la proposition 2.11 et les théorémes 3.16 et 3.21.
Que peut-on dire de la largeur du seuil d’une propriété dont la fonction seuil tend vers 0 7 Comme le
montrent les exemples ci-dessus, il peut se faire que la largeur du seuil soit strictement inférieure a la
fonction seuil, comme pour la connexité des graphes aléatoires. Mais dans de nombreux cas (apparition
d’un sous-graphe ou d’une vignette par exemple), les deux fonctions sont du méme ordre. Or pour
reprendre 'argumentaire développé en 2.1, la fonction seuil est 1’échelle de localisation du phénoméne,
et on s’attend A ce que les fluctuations aient lieu & une échelle inférieure. Pour distinguer les deux
types de comportement, on introduit la définition suivante.
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Définition 3.22 Soit (Ap)neny C E, une suite de propriétés croissantes dont la fonction seuil tend
vers 0. On dit que (An)nen admet un seuil fin (sharp) si et seulement si pour tout ¢ €]0, 3] :

1i P1—e — Pe
m ———
n—oo p1/2

=0.

On dit qu’elle admet un seuil grossier (coarse) si pour tout € €]0, 3] :

lim inf Pize ~ P >
n—oo p1/2

0.

Si on dispose d’'un développement asymptotique de p. en fonction de n, il est facile de “voir” sur ce
développement si le seuil est fin ou non. En effet, si le terme dominant dépend de e, alors le seuil est
grossier. Dans le cas contraire, il est fin. Prenons ’exemple de Ap, la propriété de graphe “contenir
un triangle”. On peut montrer un résultat d’approximation poissonnienne pour la variable comptant
le nombre de triangles inclus dans le graphe (cf. [101], p. 296), et on a notamment :

Soit p(n) tel que <g> pi(n) =X,

lim fu,n) (A7) =1 — e .

n— o0

Ceci permet d’obtenir le développement asymptotique :

%
(osrs) 1,

p=(n) =

On en déduit :

1
Pl—e — Pe (log %)% B (log 1;) 3

P1/2 (log2) 3
et le seuil est grossier. On pourrait voir de la méme maniére que le seuil de la propriété “contenir
une copie de H” est grossier, dés que H est un graphe de taille fixée. On peut montrer que 'union
d’un nombre fixé de propriétés admettant des seuils grossiers admet également un seuil grossier. Par
conséquent, si on fixe un nombre entier k, et une liste £ de graphes ayant un nombre d’arétes plus
petit que k, la propriété “contenir une copie d’un graphe de £” aura un seuil grossier. On peut alors
se demander si toute propriété de graphe ayant un seuil grossier est de ce type. La réponse est & peu
prés affirmative comme le montre le théoréme qui suit, da & Friedgut (théoréme 1.1 dans [43]). Dans
cet énoncé, on appelle graphe minimal d’une propriété B,, un graphe qui la satisfait et dont aucun
sous-graphe ne la vérifie. On notera || B, || la plus grande taille (i.e. le plus grand nombre d’arétes) des
graphes minimaux de B,,. Remarquons que pour une propriété B, croissante, B, et ’ensemble des
graphes G contenant un graphe minimal de B,, sont identiques.

+o(1),

Théoréme 3.23 I existe une fonction k(e,c), telle que pour tout ¢ > 0, pour tout entier n, toute
propriété de graphe A, telle que p%ﬁm < ¢, pour tout € > 0, il existe une propriété de graphe B,
telle que ||By|| < k(e,c) et pp(AnABy) < e (A désigne la différence symétrique).

Pour relier ce résultat a la définition 3.22, il suffit d’observer que la dérivée de u,(An) est l'inverse
de la dérivée de la fonction réciproque, qui & a associe p,. Majorer p%ﬁm

i%, ce qui entraine un seuil grossier.

Un résultat en tout point analogue (le théoréme 5.1 de Darticle [43]) peut étre démontré pour
les propriétés concernant les formules de la k-sat (cf. section 2.4 et exemple 15 de la section 3.3). Il
permet de prouver que le seuil de la k-sat est fin, en montrant que la propriété de ne pas étre satisfiable

ne peut pas étre approchée de la maniére décrite dans le théoréme 3.23.

revient donc & minorer
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4 ... a une probabilité proche de 0 ou 1.

4.1 Inégalités classiques

Comme le montre le corollaire 3.3, la clé de la démonstration d’'une convergence p.s. est l’étude

d’une série de probabilités :

> Prob| X, — X| > 1].

nelN
Les probabilités du type Prob[Y > t] ou Prob[Y < t] se rencontrent trés souvent. On les appelle
probabilités de déviations, de queues, ou d’ailes comme disent plus joliment les canadiens. Les ordres
de grandeur exponentiels des probabilités de déviations que nous allons étudier dans cette partie sont
des cas particuliers d’une théorie générale, celle des grandes déviations (voir [21, 23, 104]).

Les probabilités de déviations ne sont en général pas faciles & calculer et on cherche & les majorer
par des quantités plus accessibles. De nombreuses inégalités plus ou moins sophistiquées ont été mises
au point pour cela, et beaucoup de livres présentent ces outils de base (voir par exemple les chapitres
2 et 3 de [24] sur les inégalités de concentration utilisées en statistique non-paramétrique).

La plus simple est l'inégalité de Markov :

Proposition 4.1 Soit Y une variable aléatoire presque sirement positive, admettant une espérance.
Pour toutt > 0 :

1
ProblY > t] < ZIE[Y] . (4.1)
Démonstration : Elle consiste & minorer IE[Y], assez brutalement.

EY] = /]RyPy(dy) > /t+00 tPy (dy) =t ProblY > t].

O

Pour Y = (X — [E[X])?, (4.1) est I'inégalité de Bienaymé-Chebyshev. L’inégalité de Chernov consiste
a appliquer (4.1) & la fonction génératrice des moments. Si X est une variable aléatoire, on appelle
fonction génératrice des moments de X (ou plutdt de sa loi), la fonction qui & s associe IE[exp(sX) ], si
cette espérance existe. On utilise aussi la transformée de Laplace IE[exp(—sX)]. Pour éviter la confu-
sion avec les fonctions génératrices en combinatoire, nous parlerons systématiquement de transformée
de Laplace, méme pour désigner E]exp(sX)].

Proposition 4.2 Soit X une variable aléatoire. Pour toutt >0 :

Prob[X > t] < ;r;% Flexp(s(X —t))] . (4.2)

Démonstration : Pour tout s > 0 :
Prob[X > t] = Prob[X —t > 0] = Prob[exp(s(X —t)) > 1].

11 suffit alors d’appliquer 'inégalité de Markov & Y = exp(s(X —t)). O

Il peut paraitre étonnant qu’une inégalité aussi rudimentaire donne des résultats précis. C’est pourtant
le cas. Nous illustrons d’abord I'inégalité de Chernov sur deux exemples élémentaires, la loi binomiale
et la loi de Poisson.

Corollaire 4.3 Soit X une variable aléatoire, suivant la loi binomiale B(n,p). Pour tout b €]0, 1],
posons :
oy = (122) (2’
(p.b) = (1—b> (Z) ‘
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Alors :
Prob[X > nb] < h™(p,b) si b>p, (4.3)
et :

Prob[X < nb] < h™(p,b) si b<p. (4.4)

Démonstration : La transformée de Laplace de la loi binomiale B(n, p) s’écrit :

Elexp(sX)] = (1 —p) + pe’)" .
Le minimum de E[exp(s(X —nb))] est atteint pour e® = ;((11:1;3 , ce qui conduit & la premiére inégalité.
On obtient la seconde en changeant le signe. O

Evidemment les inégalités du corollaire 4.3 ne sont pas trés lisibles. On peut les améliorer en posant
b=p+ ﬁ Quelques manipulations fastidieuses mais élémentaires conduisent au théoréme 2.10.

Voici I’analogue pour la loi de Poisson.

Corollaire 4.4 Soit X une variable aléatoire, suivant la loi de Poisson P(\). Alors :

b
Prob[X > b] < <%> e s b> A, (4.5)
et :
A b
Prob[X < b] < (B) A s b< M. (4.6)

Démonstration : La transformée de Laplace de la loi de Poisson P(A) est la suivante.
Elexp(sX)] = exp(A(e® — 1)) .

Le minimum de [E[exp(s(X — b))] est atteint pour e® = £, ce qui conduit & la premiére inégalité. On
obtient la seconde en changeant le signe. O

Ici encore, (4.5) et (4.6) ne sont pas forcément les plus faciles & utiliser. On est en général amené a
transformer ces inégalités, quitte & les affaiblir un peu. Pour b > A, on obtient par exemple :

Prob[X > b] < exp (—; (1 - %>2> . (4.7)

Pour passer de (4.5) & (4.7), il suffit d’observer que pour z > 1 :

11 1\’
log(x) 1+a: > 5 <1 x) .
La transformée de Laplace d’'une somme de variables aléatoires indépendantes est le produit des
transformées de Laplace des composantes. Il n’est donc pas surprenant que la technique de changement
de variable exponentiel donne de bons résultats pour les inégalités portant sur des sommes de variables.
Il existe de trés nombreuses variantes de cette technique (voir par exemple [91, 92]). Nous présentons
ci-dessous une des plus utilisées en probabilités discrétes, 'inégalité de Hoeffding.

Théoréme 4.5 Soient X1, Xa,..., X, des variables aléatoires indépendantes & valeurs dans [a;, b;].
Alors, pour tout t >0 :

n

Z(Xi - EX;]) >t

i=1

Prob

<o (sr=an) 6
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et :

n

> (X - LX) < —t] <o (~sr =) - (49)

i=1

Prob

Dans le cas particulier ou les X; suivent toutes la loi de Bernoulli de paramétre p, leur somme suit la
loi binomiale B(n, p). Si on applique (4.8) et (4.9) avec t = cy/n, on retrouve les inégalités du théoréme
2.10.

Démonstration : Remarquons tout d’abord que pour tout ¢ =1,... ,n,

bi—ai bi—ai bi—ai
— < X;—|a < )
> <X (a-l- 5 >_ 5

Par conséquent, la variance de X; est majorée par i(bi —a;)?, et ce quelle que soit la loi de probabilité
de X;. L’égalité ne peut avoir lieu que si X; prend les valeurs a; et b; avec probabilité %

Nous examinons maintenant la transformée de Laplace, ou plutot son logarithme : pour une variable
aléatoire Y quelconque, nous notons ¢y la fonction définie par :

Yy (s) =log E[e*Y] .

Cette fonction, que nous appellerons “transformée de log-Laplace”, apparaitra plusieurs fois dans les
sections suivantes. Les deux premiéres dérivées de 1y se calculent aisément (les variables que nous
considérons étant bornées, les problémes de dérivation des intégrales ne se posent pas). On trouve :

exp(sY) ]
FElexp(sY)]| ’

Y) exp(sY) 2

v(s)=IE|Y? _ep(sY) | F|Y ———= .

() { Elexp(sY)] Elexp(sY)]

Les dérivées ¢i-(s) et 1§ (s) apparaissent donc respectivement comme ’espérance et la variance de Y
relatives a une nouvelle loi de probabilité, obtenue en multipliant ’ancienne par exp(sY’)/Elexp(sY)].

En considérant la transformée de log-Laplace de Y; = X; — IF[X;], dont la variance est bornée, on
obtient :

W) = B|¥

et :

v (5) < (b — @) _4%) : (4.10)

Comme ¢;ﬁ (0) = ¢y;(0) = 0, en intégrant deux fois (4.10) entre 0 et A, on trouve :

M

s
8
Considérons maintenant S, = Y., (X; — IF[X;]). Grace a 'hypothése d’indépendance, sa transformée
de log-Laplace est 1la somme de celles des Y;. Donc :

Yy (5) < —(b; —a;)” .

2 n

Us, (s) < T D (b —ai)?.

i=1

Nous pouvons maintenant appliquer I'inégalité de Chernov & S, :

Prob[Sy, > t] < Flexp(s(Sn —t))] < exp (% Z(bl —a;)? — st) .

i=1

Le minimum en s est atteint pour s = (4¢)/ > i, (b; — a;)? et (4.8) en découle. L’inégalité (4.9)
s’obtient en remplacant X; par —X;. O

L’inégalite de Hoeffding est fine lorsque la loi de chaque X; est concentrée sur les valeurs extrémes
a; et b;. Elle n’est plus fine lorsque la variance des X; est faible devant la largeur des intervalles.
L’inégalité de Bernstein ci-dessous corrige ce défaut.
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Théoréme 4.6 Soient X1, Xs,..., X, des variables aléatoires indépendantes d’espérance nulle et ¢
une constante positive telle que pour tout i = 1,... ,n, |X;| < c. Notons o* la variance moyenne des

1 n
2
== X;].
o n;Var[ ]

Alors, pour tout t > 0 :

Prob

n t2
X;>t| < S S— 4.11
Z e < 2no? + ct> ’ (4-11)

i=1

et :

Prob

n t2

i=1
Démonstration : Il s’agit & nouveau d’appliquer 'inégalité de Chernov, et donc de majorer la trans-

formée de Laplace. Pour une variable aléatoire X d’espérance nulle, bornée en valeur absolue par ¢,
et de variance o2, on a :

Ee’X] = E

> ka
1+8X+Zsk| ]
k=2 ’

In
.

_|_
|

2
< exp <a—2(esC -1- sc)> .
c

En utilisant l'indépendance des X;, on obtient la majoration suivante pour la transformée de Laplace
de leur somme.

Elexp(sSy)] < exp (”c;f(esc 1- sc)) .

On applique alors I'inégalité de Chernov.
no?
Prob[S, > ] < FEexp(s(Sn — £))] < exp <0_2(esc 1o St) _

La minimisation en s est un peu plus délicate que précédemment. Elle conduit & (4.11) aprés quelques
manipulations élémentaires. Comme toujours, (4.12) s’obtient en remplagant X; par —X;. O

Les deux théorémes précédents portaient sur des sommes de variables indépendantes. Or nous avons

déja eu 'occasion de constater que la concentration de la mesure dans les espaces produits va bien
au dela des sommes de coordonnées. Le principe du changement de variable exponentiel qui fonde
Iinégalité de Chernov s’applique non seulement & des sommes de variables indépendantes, mais plus
généralement a des martingales. L’inégalité de McDiarmid (théoréme 4.7) en est une illustration. Elle
porte sur une fonction quelconque d’un ensemble de variables indépendantes, sous une hypothése de
régularité relativement peu contraignante en ce qui concerne les applications aux probabilités discrétes.
On trouve dans le chapitre 8 de [101] un cas particulier, appliqué sous le nom d’inégalité d’Azuma a
la concentration du nombre chromatique des graphes aléatoires.
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Théoréme 4.7 Soient X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes & valeurs dans E, et f une
application de E dans IR vérifiant la condition suivante.

Vi=1,...,n,Vo1,... ,2n,2; € F,
|f(z1, .. xn) — flz1, ..y mim1, 25 T, - )] < ¢ .

Notons Y la variable aléatoire Y = f(X1,...,X,). Alors pour tout t >0 :

ProblY — E[Y] > #] < exp <—%> : (4.13)

et :

Prob[Y — Y] < —1] < exp <_fi> , (4.14)

Démonstration : Notons Mo = IE[Y], et pour i =1,... ,n:
Mi ZE[Y|X1, 7Xz] et V; :Mi_Mi—l .

On vérifie immédiatement que (M;);=o,... .n €st une martingale relativement a la filtration naturelle de
(X1, Xp)
EM; | X1,...,Xia]| =EY | X1,...,Xi-1] = M;—1 .

Nous souhaitons appliquer I'inégalité de Chernov & :

Nous devons pour cela majorer la transformée de Laplace de la somme des V;.
Elexp (sZVl> = FE Hesw]
i=1 Li=1
) n
= [E|E lHesVi Xi,... ,Xn_1H

=

1
r n—1
= E JEK esVz‘) Eef" | Xy,... ,an]H
L i=1

n

= E|[[E[e"

i=1

Xl,... ,Xi—l]] .

I reste donc & majorer les espérances conditionnelles IE [e*V7 | X;,... , X;_1]. Or on peut déduire de
la condition de Lipschitz sur f que chacune des variables V; est bornée en valeur absolue par ¢;. Le
raisonnement que nous avons effectué dans la démonstration de I'inégalité de Hoeffding s’applique
donc ici, en remplagant a; par — ¢; et b; par ¢;. On en déduit donc :

E [eSVi

8262
Xl, . 7Xi—1] S exp (TZ> -

On termine alors la démonstration en appliquant I'inégalité de Chernov, comme pour le théoréme 4.5.
O

40



4.2 Inégalités de Talagrand

Talagrand, notamment & la suite des travaux de Milman et Gromov, a largement contribué a
développer et diffuser dans la communauté mathématique la notion de “concentration de la mesure”,
si bien que son nom lui est immédiatement associé. Ses travaux se sont situés dans la lignée du
fondateur de cette notion (Milman), et nous allons dans cette section en présenter les caractéristiques
majeures (pour une présentation plus précise et trés agréable, voir [107]). L’idée de la concentration
de la mesure sera d’abord liée aux élargissements d’ensembles. De maniére approximative, on pensera
que la concentration de la mesure a lieu dans un espace de probabilité si, dés qu’un ensemble A a pour
mesure %, la quasi-totalité de I’espace est située & une distance “faible” de A.

Exprimons cela de maniére plus rigoureuse. Soit X' un espace muni d’une distance d, et d’une
probabilité P. On désigne par A; le “t-élargissement” de A, c’est & dire ’ensemble :

Ay ={z e X, d(z,A) <t}.

La fonction de concentration a(P,t) est définie pour ¢t > 0 par :
1
a(P,t) = inf {a >0 t.q. P(A) > 5= 1-P(A) < a} .

Dans de nombreux cas importants, a(P,t) décroit trés rapidement avec ¢. Plus cette décroissance est
rapide, plus on considérera la mesure comme “concentrée”’. Pour voir le rapport avec les fonctions de X’
dans IR, considérons une telle fonction f, et notons M, une médiane de f. Si on pose A = {f < M},
la probabilité de A est supérieure ou égale a %, par définition de M. Supposons maintenant que f
soit, 1-lipschitzienne :

Vo,y € X, |f(z) = Fly)| < d(z,y) ,

raisonnable” de la fonction. Alors,

AL

c’est le coté
r€e A = flx) <t+ My.

Et ainsi,
P(f > My +1t) <1— P(4) < a(P,).

On peut faire le méme raisonnement avec — f, et donc :
P(If = My > 1) < 2a(P,t) .

On obtient ainsi une “inégalité de concentration de f autour de sa médiane”. Si on avait supposé f
L-lipschitzienne, on aurait obtenu :

7
Nous n’avons pas encore parlé d’espace produit, ni d’indépendance. Pour I’instant, il se trouve que la
quasi-totalité des inégalités de concentration démontrées ’ont été pour des espaces produits, munis
d’une probabilité produit (sauf pour les résultats de Marton, [83], qui concernent une dépendance
markovienne), mais les définitions nécessaires au cadre de la concentration sont susceptibles d’intéresser
tout espace disposant d’une distance et d’une probabilité. Pour ce qui concerne les distances, c’est un
aspect qui a été trés approfondi par Talagrand : il a développé des résultats de concentration avec de
nombreux exemples de distances différentes (on en verra un exemple plus loin : celui de la “distance
convexe”). L’intérét est bien sir que pour prouver ensuite une inégalité de concentration pour une
fonction, il faut qu’elle se comporte bien vis-a-vis de la distance. Multiplier les types de distance
revient a multiplier les types de fonctions, ou plutot les types de dépendance de ces fonctions & leurs
variables. Pour bien cerner cela, donnons plusieurs exemples de concentration.

Le premier concerne la sphére S,, de IR™™", munie de la distance géodésique, et de la mesure de
Haar normalisée @,,. On a dans ce cas :

P(f = My| > t) < 2a(P,

=

™

a(Qn,t) < (g) e T (4.15)
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Le second concerne IR, muni de la mesure gaussienne standard -, et de la distance euclidienne.
On obtient :

+2

a(Yn,t) < —e” 7 . (4.16)

DN | =

Enfin, le dernier concerne un produit quelconque d’espaces de probabilité (X;, P;), muni de la
probabilité produit P, = @, P; et de la distance de Hamming dy(2,y) = >, ﬂm?gy Ona:

2

a(lPy,,t) <2 = . (4.17)

On voit dans ces trois exemples que la concentration de la mesure est un terme trés vague, et qu’il
faut toujours se demander “Pour quel espace? Pour quelle distance ? Pour quelle probabilité ?”. Par
exemple, on peut appliquer (4.17) au cadre du deuxiéme exemple pour donner une deuxiéme fonction
de concentration, sur le méme espace muni de la méme mesure : (IR",,). Mais les distances sont
différentes et une fonction lipschitzienne pour la distance euclidienne ne l’est pas forcément pour la
distance de Hamming.

Nous n’avons pas encore expliqué comment trouver des inégalités telles que (4.15), (4.16), et (4.17).
C’est bien sir 1a que réside la difficulté. Historiquement, ces inégalités ont été démontrées dans cet
ordre, et (4.15) est réellement un résultat fondateur de Borel. L’idée de la démonstration est de nature
isopérimétrique : un résultat de Paul Lévy affirme que sur la sphére, ce sont les “calottes” (intersections
de la spheére avec un demi-espace affine) qui ont le plus petit élargissement possible pour un volume
donné. Cest a dire que, si @, est la mesure de Haar sur la sphére unité S,, de R™"*, on a :

VC calotte, VA C Sn, Qu(A) = Qu(C) =Vt > 0,Qn(Ar) > Qu(Ch) . (4.18)

Grace a un tel résultat, il suffit de calculer @, (C;) pour une demi-sphére C, pour en conclure
l'inégalité (4.15). Pour se convaincre que ’équation (4.18) est bien de nature isopérimétrique, on peut
définir une mesure de la surface de A C S,, par :

Vol,(04) = }in(l) ;
—

Ainsi, ’équation (4.18) est équivalente & Iaffirmation :

VA C Sn, Qu(A) = Qu(C) => Vol (9A) < Vol,(9C) .

qui est bien une inégalité isopérimétrique.

Remarquons aussi que (4.16) a été démontrée a partir de (4.15), en obtenant la mesure gaussienne
sur IR" comme la limite de la projection de la mesure de Haar @Q,., pour la sphére S, ., sur un
sous-espace de dimension n passant par l'origine, et en transposant le role joué par les calottes dans
I'isopérimétrie sur la sphére en un role similaire, joué cette fois par les demi-espaces affines.

Un des inconvénients de cette méthode “isopérimétrique” est qu’elle fait appel & un résultat d’isopé-
rimétrie (celui de Lévy), que ce type de résultat est déja difficile & montrer dans des cas ou la distance
considérée est “classique”, et qu’on ne sait absolument pas comment s’y prendre dés que l'on com-
plique cette distance. C’est pourquoi la premiére preuve de (4.17), due & Talagrand, est de nature trés
différente. Nous n’expliquerons pas la méthode de Talagrand, car depuis, une autre méthode inventée
sans doute par Cirel’son, Ibragimov et Sudakov [12], puis approfondie par Ledoux puis Massart (cf.
[4, 7, 8, 77, 78, 84]), s’est finalement avérée capable de prouver beaucoup de résultats de Talagrand
(et surtout ceux les plus utilisés) de maniére plus facile & concevoir. Les outils de cette méthode sont
les inégalités de Sobolev logarithmiques, nous y reviendrons dans la section suivante.

Pour finir cette section, nous allons donner un autre résultat de concentration, di a Talagrand
[106], trés important pour l'utilisation qui en a été faite en combinatoire (voir entre autres, [103] et
[106]). Définissons tout d’abord une sorte de distance & un ensemble :
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Définition 4.8 Soit (2, A, 1) un espace de probabilité, x un point de Q"™ et A un sous-ensemble de
Q". On définit la “distance convexe de x a A” par :

dr(z,A) = sup {inf Zal(m)]]-xﬁéyl} )
(ai(2))i=1..n>0 ‘
i ai(z)?<1

L’avantage d’une telle distance est la possibilité de faire dépendre les poids de z. Le résultat de
concentration pour cette distance est alors le suivant :

Théoréme 4.9 Pour tout A C 0", en notant P la mesure produit p®", on a :

/ er(®A) 4p(z) < PLA) , (4.19)
et par conséquent,
_2
e 7

ce qui signifie :

On passe de (4.19) & (4.20) en effectuant une manipulation de type Chernov. N’ayant pas exactement
affaire & une distance, 'argument permettant de passer a la concentration d’une fonction, méme s’il
est simple, mérite d’étre détaillé. On pourra comparer la proposition 4.10 ci-dessous & I'inégalité de
McDiarmid (théoréme 4.7).

Proposition 4.10 Soit F, de Q™ dans IR, 1-lipschitzienne au sens suivant :

Ve e Q",3(b;i(x))i=1,....n > 0 tels que Zbi(x)2 <cetVyeQn,

i=1

F(z) < F(y) + th(x)]lmﬁfyz ) (4.21)
alors, si Mg est une médiane de F pour P,
t2
P(IF = Mp| > 1) < de 4 .

Démonstration : Notons :
A={re Q" tq. F(z) < Mp},
B={xecQ"t.q F(z) > Mp +1t},
t
C={zeN" tq.dr(z,A) > E} .

Si on arrive & montrer que B C C, comme P(A) > %, on aura d’apreés le théoréme 4.9 :

P(B) < P(C) < 2¢ %= .
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Soit x € B. D’aprés 'hypothése sur F, il existe (b;(z))i=1,.. n > 0 tels que > b;(z)? < ¢?, et, pour
tout y € A,

F(:L”) < y) + sz(w)]]-xziyz
< Mp+ec /7 m #yi
Z z 1 b%
(
< Mgp+ec 1nf Z m £y;
V i=1 b%
< MF+CdT(x,A).
Donc : P M .
dr(z, A) > # >

et z € C. On peut faire la méme chose avec :
A'={z € Q" t.q. F(z) > Mp},
B' ={r € Q" t.q. F(z) < Mp —t},

t
C'={ze Q" tq.dr(x,A) > -},
¢
2
et on obtient que P(B') < 267‘;?, ce qui finit de prouver la proposition. O

Appliquons maintenant ce résultat & un probléme célébre de combinatoire : le probléme du voyageur
de commerce, ou “Travelling Salesman Problem” (TSP). La présentation qui suit est celle de Steele
[103] p. 124-125.

Soient X1, X5,...,X,, n points tirés au hasard, indépendamment les uns des autres, dans le carré
[0,1]2. Le probléme du voyageur de commerce est de relier ces n points et de rallier son point de
départ (choisi parmi les n points) en parcourant la distance la plus courte possible. Nous noterons

L,(z1,...,x,) la fonction désignant cette plus courte distance possible pour z1,... ,z, appartenant
a4 [0,1]%. La question qui nous préoccupe ici est celle de la concentration de la variable aléatoire
L,(X1,...,X,). Le point crucial est de décider de poids b;(z) pour z = (z1,...,2,) C [0 1%

L’objectif est évidemment de satisfaire I'inégalité (4.21), tout en conservant Y., b;(z)*> < ¢®. Pour
notre probléme, il existe une heuristique qui nous indique comment, les choisir : celle dite de la “space-
filling curve”. Imaginons en effet une courbe continue remplissant [0, 1]%, c’est & dire une fonction
continue et surjective ¢ : [0,1] — [0,1]?. On peut imaginer que plus cette courbe est “lisse”, plus elle
aura tendance & passer par les points (z1,... ,Z,) “sans perdre de temps”. On pourra alors définir un
trajet parmi ces points dans l'ordre ot la fonction v les visite. Un fait important est alors qu’il existe
des fonctions telles que v qui sont %—Hélderiennes, ce qui signifie qu'il existe une constante ¢y, telle
que pour tous s, et ¢t de [0,1], [¢(s) — ¥(t)] < cyls — t|%. On peut alors en conclure que pour tout
{z1,...,2,} C[0,1]?, il existe une permutation o de {1,... ,n} telle que :

n—
Z |1‘g(i) - xa(i+1)|2 < C?p .
i=1

En effet, soit 1 : [0,1] — [0,1]%, continue, surjective, et -Holderienne, et notons t; des points tels
que ¥(t;) = z;. Puis, ordonnons les t;, par une permutatlon ode{l,... ,n} telle que :

to1)y Sto) < ovn <ty(n) -
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On a alors :

n—1 n—1
S 2oy = o =Y [Ylteqs) = Yte(irn)]?
i=1 =1

n—1
< Y ety = taisn]
i1
n—1
< Y (ot ~ to)
i=1
= c?p(tn—l —t1)
2
< cy -

Décidons de prendre pour b;(z) deux fois la longueur des deux arétes incidentes a x;, dans le trajet
donné par une telle fonction ¢ que ’on fixe une fois pour toutes. De cette maniére, on sait que :

n

YV € ([0,1]2)n, Zbi(az)2 <,

i=1

ol ¢ vaut 2¢y. Cherchons maintenant & vérifier (4.21) :

Pour voir ceci, considérons la figure 7.

Fiag. 7 — Illustration du mode de dépendance de L,, en ses variables

L’ellipse indique le trajet suivi par ¢ passant par chacun des z; (et retour au point de départ),
et chaque z; est désigné par un point noir. Les carrés entourent les éléments communs a x et y.
Considérons un trajet optimal par les points de y, auquel on ajoute les “excroissances” désignées par
les flaches sur la figure 7. Ces excroissances sont des cycles qui passent par un seul point de y. Le
trajet auquel on a ajouté les excroissances est un trajet qui passe notamment par tous les points de
x. Sa longueur est donc supérieure & L,(z). D’un autre coté, sa longueur est égale & la longueur du
tour optimal par les points de y augmentée de la somme des longueurs de chaque “excroissance”. Avec
notre choix des b;(z), elle est donc inférieure & Ly, (y) + > 1, b; (x)]lz¢y On peut donc appliquer
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la proposition 4.10 pour obtenir une inégalité de concentration sur L, : il existe une constante ¢ > 0
telle que :

.2
P(|Lyp —my| > 1) <4de” a7,

ou m,, désigne une médiane de L.

4.3 Inégalités de Sobolev logarithmiques

L’objectif de cette section est de montrer comment les inégalités de Sobolev logarithmiques peuvent
impliquer des résultats de concentration. Il existe sur ce sujet un livre remarquable (et en francais)
[4], dont un chapitre est consacré aux connections avec la concentration de la mesure, mais qui ignore
certains développements récents, notamment ceux de Boucheron Lugosi et Massart (cf. [8]), qu’il nous
parait indispensable de mentionner ici.

Commencons avec ’exemple de l'inégalité de Sobolev logarithmique gaussienne, démontrée par
Gross en 1976 (cf. [55]) :

Théoréme 4.11 Soit v, la mesure gaussienne standard sur IR", et f une fonction continiment
différentiable sur IR", et o valeurs dans IR. Alors,

[ #1085 v, - (/ I d%) tog [ £2dv <2 [ IV S

Ce modéle illustre une forme générale des inégalités de Sobolev logarithmiques : il s’agit de majorer
I’entropie d’une fonction f par une forme de son énergie. La forme de ’énergie peut étre trés variée,
et elle est en fait associée & la mesure sous laquelle on prend I’entropie (dans le théoréme 4.11, il s’agit
de v,). L’objet théorique essentiel dont la définition d’inégalité de Sobolev logarithmique découle est
alors un générateur infinitésimal et le semi-groupe de diffusion associé. Nous en dirons un peu plus
dans la section 4.4.

Nous allons montrer que ce théoréme permet d’obtenir un résultat de concentration. Le procédé
décrit ci-aprés est couramment nommé “argument de Herbst”. Il consiste & appliquer une inégalité
de Sobolev logarithmique comme celle du théoréme 4.11 & une certaine fonction e pour obtenir
une inéquation différentielle sur la transformée de log-Laplace de g, puis & intégrer cette inéquation
différentielle.

Soit g une fonction continiment différentiable sur IR", et a valeurs dans IR, que ’on supposera de
plus L-lipschitzienne. On a donc, pour tout x dans IR", |[Vg|l2 < L. On peut appliquer le théoréme
4.11 a la fonction f =e¥, ot s > 0. Observons que :

s s2L?
Vo€ B, V@) = TIg()[Gerr® < e

s2L?
s/gesg dvn —/esg dvn log/esg dyn, < 5 /esg dyn -

En posant F(s) = [ es(9—[gdvm) dvyn, I’équation précédente est équivalente & :

On en déduit :

F'(s) 1 L?
— = logF(s) < —
sF(s) s2 0g F'(s) < 2’
. . . .1 _ logF(s) .
ce qui se simplifie si I'on pose H(s) = === :
L2
HI(S) S ? .

En constatant que H(s) tend vers 0 lorsque s tend vers 0, on obtient que H(s) < % C’est a dire :

/eS(g*fgd’vn) dyn < 6§L2
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Par un argument de régularisation, on peut obtenir la méme équation en supposant seulement que g
est L-lipschitzienne. Finalement, ’inégalité de Chernov permet de conclure. Pour tout ¢ > 0 :

Vn <g(fv) > /gd% +t> <eTaT . (4.22)

Et en appliquant ce qui précéde & —g, on obtient :

n (g(w) < /gdvn —t> <e T (4.23)

On retrouve ainsi 'ordre de grandeur de la concentration donnée par (4.16).

Remarquons que ce procédé, au lieu de situer la concentration autour de la médiane, la situe
autour de I'espérance. Cela dit, en appliquant (4.22) a ¢t = My — [ gdv,, si My > [ gdy,, et (4.23) &
t= [gdy, — My, si My < [ gdvyy,, on obtient :

‘Mg—/gd'yn < Ly/2log2.

En particulier, quand ’espérance est grande devant le facteur de Lipschitz L, la médiane 1’est aussi.
On peut écrire, pour tout ¢t > 0 :

2
Tn (g(ﬂf) > My + L\/2log?2 +t) <e 2r? |

et

Tn (g(x) < M, — L\/2log2 — t) < e*z% .

Mentionnons a présent les développements récents diis & Boucheron Lugosi et Massart (cf. [8]) qui
partent tous d’une inégalité de type Sobolev logarithmique trés générale (pour sa démonstration, voir
[84] ou [7]) :

Théoréme 4.12 Soient Xq,...,X, des variables aléatoires indépendantes, a valeurs dans un epace
mesurable X, et f une fonction mesurable de X dans IR. Considérons également Xi, . ,X,’z, n copies
indépendantes de Xq,... , X,.

On note Z = f(X1,...,Xn), ZW = f(X1,..., Xi 1,X;, Xis1,...,Xn) et h(zx) = z(e* —1).

Alors, pour tout nombre s réel :

S (Ze'”) — E () log B (7)) <Y (65%(—3(2 - Z“)))]Ibz(i)) :

i=1

et : "
S (Ze'?) — B (e7) 10g B (e*7) < S~ B (e Zy(s(2) = 2)) 5 50) -

i=1

A partir de ces inégalités, Boucheron, Lugosi et Massart démontrent plusieurs inégalités de concen-
tration tout & fait remarquables. Ils retrouvent, entre autres, comme conséquence de deux de leurs
résultats, le théoréme 4.9 (bien qu’avec une moins bonne constante dans l’exposant). Ils trouvent
également les théorémes généraux suivants, qui s’appliquent aux fonctions qui comptent le nombre de
sous-graphes du graphe aléatoire G(n,p) isomorphes & un graphe donné de petite taille. Définissons :

Xl,...,Xn> .

V+ = E (Z(Z - Z(i))2ﬂz>z(i)

i=1
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Théoréme 4.13 Supposons qu’il existe des constantes a et b telles que :
V+ S aZ -+ b .

Alors, pour tout s €]0, 1],

2
log IE {eS(Z*E[Z])] < i (aE[Z] + ),

— as

—_

et, pour tout t > 0,

t2
Prob[Z > IE[Z] +t) < exp (‘ 4alE[Z] + 4b + 2at> '

Théoréme 4.14 Supposons que f soit positive, et qu’il existe une variable aléatoire W telle que :

V. <WZ.

Alors, pour tout 8 > 0 et tout s €]0, %[,

log I es(ﬁ_lE[ﬁ])] < li—eselogE[e%] .

Appliquons ce résultat & la déviation supérieure de la variable aléatoire Z comptant le nombre de
triangles dans le graphe G(n, p). Il est facile de voir que :

Bz = (”)p ST

et on peut montrer également :

Var[Z] = <g> »* —°) + <Z> <;1> »° - p%).

Pour tout ¢ on définit la variable aléatoire B; comme suit : si u et v désignent les extrémités de l'aréte
i, B; est le nombre de sommets w tels que les arétes (u,4) et (7,v) soient présentes dans le graphe
aléatoire. On a alors, en notant X; I’état de l'aréte i :

m
Vi = ZXi(l—P)B?
i=1

< i X;B? .
i=1

Remarquons de plus que 2111 X;B; =3Z. Donc :

m
B; X;B;
(e, 3) 2o

i=1

3 < ax B]> 7.
j=1,....m

Notons donc W = 3max;j=1,....m Bj, et afin d’appliquer le théoréme 4.14, essayons de majorer la
fonction génératrice de W. Remarquons déja que W est bornée par 3n, et donc, le théoréme 4.13 nous
donne :

Vi

IN

IN

Prob|Z > IE[Z] + t) < exp <—m) . (4.24)
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Puis remarquons que :
m

S W =Wy e < 18W
i=1

Ainsi, le théoréme 4.13 nous donne :

2
log IE [eS<W—lE[W]>] << —8183 (1SIE[W)) .

On peut alors appliquer le théoréme 4.14, avec par exemple # = 1. Notons Y = /7 :
S 52
log IE [eS<Y—IE[Y1>] — (1_71&9(181E[W]) + s]E[W])
s2 [E[W]
- 1-19s

IN

On obtient, aprés Chernov, minimisation en s et quelques menus calculs :

ProblY > E[Y] +t] < exp (—m> .

Il ne nous reste plus qu’a disposer d’une borne supérieure raisonnable pour IE[W]. Sachant que % est
le sup de a(n) binomiales de paramétres (n,p?), on peut effectuer la manipulation qui suit. Grace a
I'inégalité de Jensen :

E[W)

B;
s < g (| o))

(o)

= loga(n) +log (E[e”']) .

A

IN

On est donc ramené & obtenir une borne supérieure de IE [e®']. Or, By est la somme de n variables
indépendantes de Bernoulli I; de paramétres p2. On a donc :

log (E[e?']) = nlog(E[e"])
= nlog(l+p’*(e—1))
< (e—1np?.
D’ou £2

On peut maintenant en déduire une borne sur la queue de Z, en utilisant, grace & 'inégalité de Jensen,
que E[Y] < /E[Y?]:

Prob|Z > IE[Z] + ]

Prob [Y >V IE[Y?] + t]
Prob[Y > E[Y] + 2]

IN

IN

22
P {_ 12((e — 1)np? + 2logn) + 133:] ’

oit * = \/IE[Z] + t — \/IE[Z]. Donc, t valant 2% + 22/IE[Z],

2
Vi 1< - u :
Prob|Z > IE|Z] + 22/ IE[Z] + z°] < exp < 2((c —1)np” + 2logn) & 13x>
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D’ow, en posant u = x4/ IE[Z],

u_2 <exp | — u'/BZ] . (4.25)
E[Z]| — 12((e — 1)np? + 2logn) + \/%

Prob |Z > IE[Z] + 2u +

Remarquons que pour a > 0, et u >0, on a :

2
auZﬁ@ugaIE‘[Z].
Avec (4.24) et (4.25), on peut alors décrire différents régimes de concentration selon 1’échelle & laquelle
se situe ¢ par rapport a p, & IE[Z] et & (e — 1)np? + 2logn (voir l'article original [8] pour plus de
détails).

4.4 Lemme de Beckner et hypercontractivité

Nous avons vu dans la section 3.3 que l'ingrédient essentiel & la démonstration du théoréme 3.16
était un lemme de Beckner modifié par Talagrand (cf. [105]). Nous allons tout d’abord remettre
la version originale de ce résultat dans le cadre général de ’hypercontractivité. Cette section est
principalement fondée sur le livre de Ané et al. [4].

Rappelons la définition générale d’un semi-groupe. Pour cela, on se donne un espace topologique
mesuré (2, F, u), et un espace vectoriel normé complet de fonctions continues bornées de Q dans IR,
que l'on notera (B, ||.||). Par exemple, pour Q = {0,1}", B pourra étre ’ensemble des fonctions de
dans IR, muni de la norme ||.||oo- On pourra prendre aussi Q = IR", et B = Cp(IR", IR), muni encore
de la norme ||.||co- On suppposera toujours que la fonction 1, constante égale a 1, appartient a B.

Définition 4.15 On dit qu’une famille (S¢)i<o d’opérateurs linéaires sur B est un semi-groupe de
Markov si et seulement si :

(i) So =1d,

(i) pour toute fonction f € B, t — Sif est continue sur IRT
(4i1) pour tous s, t > 0,S;1s =S; 08,

i

iv) S llo =1g et Sif >0 pour f >0,
(v) pour toute fonction f € B, ||Stf|l < ISl -

On peut alors définir I’hypercontractivité de la maniére suivante :

Définition 4.16 Etant donnée une fonction strictement croissante q, de IR™ dans [¢(0), +00[, on dit
qu’un semi-groupe (Si)i<o est hypercontractif, de fonction de contraction q, si et seulement si pour
toute fonction f de B, et tout t > 0,

1St fllaey < NS llgco) -

Cela revient donc & dire que S; est une contraction de L4(®) (| B dans L) N B. Evidemment, une telle
définition n’est intéressante que si L4(%) (B n’est pas vide. Elle traduit alors une certaine capacité du
semi-groupe a “lisser” les fonctions.

Nous allons nous intéresser & un semi-groupe de Markov particulier sur @ = {0,1}" muni de
I'equiprobabilité fi,, 1 /5. Pour tout ¢ > 0, notons K} le noyau de transition sur {0,1} défini par :

1+et
2 b

—t

Ki(z,z) =

1—
Kt(way) =

Puis, notons S; 'opérateur défini & 1’aide de ce noyau :

siz#uy.

Suf(x) = /{ T KD duty)
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ou p est ’équiprobabilité sur {0,1}. Remarquons que :
Sif(@) = f@)+ (1= [ ) duty)
{o,1}
De sorte que pour toute fonction f de {0,1} dans IR,

Sif —— f(y) du(y) .
n——+oo {071}

On peut voir facilement que la famille (S¢);>0 forme un semi-groupe, en choisissant par exemple
comme norme sur 1’ensemble des fonctions, la norme de L? ({0,1}). On peut définir le semi-groupe
produit sur {0, 1}" avec pour famille de noyaux :

Kn,t((mla s 737n)7 (yh s 72/71)) = H Kt(wlayl) )
en posant, pour toute fonction f de {0,1}" dans IR :

S0 @ = [ S0Kn2) ()

Sous cette forme, on montre par récurrence que :

Saif(@) =" > e M1 —e )" FBf(Xi,..., Xn) [(Xiier = (@i)ier]
G

ce qui permet de démontrer facilement que les fonctions propres de S, ; sont les fonctions rg déja
définies dans la section 3.3. Ici, p valant %, leur expression est trés simple :
rs(z) = (~1)Tres 7
On a alors :
Spirs = e WSlrg .
On peut maintenant énoncer le lemme de Beckner sous sa forme originale (cf. [5]) :

Lemme 4.17 Le semi-groupe (Sp¢)i>0 est hypercontractif, de fonction de contraction q(t) =1+ €*t.
Dit de manicre équivalente, pour toute famille de réels (as)scqi... n}
<

E e*t‘s‘agrs Z asrs
S a(t)

s
Nous avons donc une notion théorique fondamentale pour avoir des théorémes de “raideur de seuil” :
I’hypercontractivité, et une autre pour obtenir des résultats de concentration : les inégalités de Sobolev
logarithmiques. Or, il se trouve que ces deux notions sont liées, et nous allons voir comment.

2

Il existe un étre mathématique trés important pour les semi-groupes de Markov, c’est le générateur
infinitésimal (voir par exemple les chapitres 3 et 5 de [115]). Le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe de Markov (S¢)¢>0 est un opérateur linéaire L défini comme suit, lorsque la limite existe :

Lf=1lim 2/ =1
t—0 t
L’ensemble des fonctions f telles que cette limite existe est noté D(L) et est appelé le domaine de L.
Gréce au caractére markovien du semi-groupe, le générateur en enferme toutes les caractéristiques.
La donnée du générateur est équivalente a celle du semi-groupe. On peut alors donner une nouvelle
définition des inégalités de Sobolev logarithmique & partir du générateur, et pour la mesure invariante
par le semi-groupe associé.
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Définition 4.18 Soit L un générateur infinitésimal de mesure invariante p (c’est a dire que p est
invariante par le semi-groupe de Markov associé o L). On dira que u satisfait o une inégalité de
Sobolev logarithmique de constante ¢ si, pour toute fonction f € D(L),

[ F1og - (/f2 du) tog [ fdp< e [~1ns du.

Cette définition coincide notamment avec celle sous-entendue dans le théoréme 4.11, qui présente en
fait une inégalité de Sobolev logarithmique de constante 2 pour le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck.
Par contre, elle ne couvre pas les inégalités de Boucheron-Lugosi-Massart (théoréme 4.12).

Nous allons donc finir ce chapitre (et ce cours) en laissant & votre réflexion le théoréme suivant, di a
Gross [56].
Théoréme 4.19 Soit (S;)i>0 un semi-groupe de Markov admettant p pour mesure réversible (cf.
[115] p. 121). Alors, les deux propositions suivantes sont vérifiées :
(i) S’il existe une constante ¢ > 0 telle que le semi-groupe (St)¢>o soit hypercontractif de fonction
de contraction q(t) = 1+e%, alors, la mesure p satisfait 4 une inégalité de Sobolev logarithmique
de constante c.
(ii) Sip satisfait 6 une inégalité de Sobolev logarithmique de constante ¢ > 0, alors pour tout ¢(0) >
1, le semi-groupe (S¢)¢>o0 est hypercontractif, de fonction de contraction q(t) = 1+ (¢(0) — e*
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